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Eliminacao de Gauss

E 0 método utilizado pelos softwares
para resolver as equacdes

**Eliminacao (se bem sucedida)
**Retro substituicao
**Operacdes com matrizes

¢ Multiplicacdo de matrizes

Exemplo

* x+2y+z=2
* 3x+38y+z=12
. 4y +z = 2

AX=D

o W M
> =0 DN



Eliminacao de Gauss

Inicialmente vamos eliminar x .... logo y...

* x+2y+z=2
e 3x+8y+z=12
. 4y +z = 2
1 2 1]
012 —2|=
0 0 |5¢

1€* pivd 290 pivH
11 2 17 s 112/ 17
3 8 1 0 12 —2
0 4 1. 0 4 1.

* Evidentemente os pivos nao podem ser zero!!!

(3)-2x(2)

—

* E se tivermos zeros nessa posicao?

* Trocamos as linhas!

1
0
0

OIND

3¢ pivd

* E se a as outras linhas tem zeros nessa posicao?

* Nesses casos teremos uma falha irreparavel

* Neste caso a matriz sera singular.



Eliminacao de Gauss

Retornamos a nosso caso nao singular e vamos transformar b!

e x+2y+z=2 1] 2 120t 2 1|2

+ 3x+8y+z=12 |3 8 112|== 0 [2 ] -2 6[c}20

. aytg—p 04120 o4 af2f=
1 2 1° 2 A= U
0 2] —2[=U 6 |=cC
0 0 |51 —10 b=C

Vamos agora resolver as equacoes executando a retro substituicao!

1
0
0

O D

@)\




Eliminacao de Gauss

Retornamos a nosso caso nao singular e vamos transformar b!

c x+2y+z=2 1] 2 120t 2 1|2

+ 3x+8y+z=12 |3 8 112|== (0 [2 | =2 6|=)122)

. 4y +7=2 0 4 12| 0 4 1|2|==

Retro substituicao!

* x+2y+z=2 yv=1

. 2y —2z=6 U X =¢cC x = 2
zZ =—2

. 5z =—10

Agora vamos executar este procedimento com matrizes...

1
0
0

O D




Eliminacao de Gauss

Executando a Eliminacao de Gauss com matrizes...

Vamos lembrar como se opera com matrizes...

a1 Q12 QA13][3
A1 QA Q23114] =

az; daszz Aazszlls

a1 Q12 Q13
[3 4 5]|G21 Q22 a3|=[3a;1 + 4ay1 +5a3;
az1 d3z d3z3

3a11 + 4'Cl12 + 5a13
3a21 + 4a22 + 5a23
3a31 + 4a32 + 5a33

a1 a7 a3 3ay; +4a;, + 5a43
3laz11+4|A22|+5 az3| = 3a21 + 4‘a22 + 5a23 1X3 3X3 - 1X3
a31 as» as3z 3a31 + 4‘a32 + 5a33
Matriz x Vetor Coluna = Vetor Coluna Vetor linha x Matriz = Vetor linha

CL de Colunas!!! CL de linhas!!!



Eliminacao de Gauss

Executando a Eliminacao de Gauss com matrizes...

No nosso caso tinhamos...

* x+2y+z=2

1 2 1 Qual matriz val executar o primeiro
* 3x+8y+z=12 3 8 1 passo da nossa eliminacao?
. — 0 4 1
dby+tz=72 Ou seja:
111 2 1] 1 2 1]
3 8 1l=10 2 =2 A primeira linha nao muda entao a

707 U0 4 1. 0 4 14 CL das linhas é:
1 0 011 2 1 2 1 1 0 O][1 2 1 2 1
77 7113 8 =10 2 =2 77 7113 8 =10 2 =2
707 110 4 0 4 1. 0 0 1110 4 0 4 1.




Eliminacao de Gauss

Executando a Eliminacao de Gauss com matrizes...
E a linha do meio é...

0 O]f1 2 1 1 2
2?2113 8 1]1=10 2
0O 1It0 4 11 10 4
0 O]f1 2 1 2
1 013 8 =13 8
0 1110 4 0 4
0O OJf1 2 11 [1 2
1 0]13 8 1|=10 2
0O 1It0 4 11 10 4

1.

Como seria a linha do meio para gque
nada mude?

Essa matriz particular € a matriz
identidade!!! Desempenha o papel da
multiplicacao por 1...

Vamos subtrair 3 da linha 1 e
somar a linha 2...

De onde veio o elemento marcado?

E,, E agora? ....Precisamos eliminar o elemento a,,



Eliminacao de Gauss

Executando a Eliminacao de Gauss com matrizes...

Vamos subtrair 2x a linha 2 da linha 3....sera a matriz E5,...que é:

271 20 1] 1 2 1 A linha 1 fica sem modificacao, o
? ?2110 2 =-2]1=|0 2 =2 mesmo que a dois entéo...
7 M0 4 1. 0 0 5.
1 0 OJf1 2 11 [1 2 17 A terceira serd a linha 3 menos 2x a
0O 1 0|10 2 =-2|1=1|0 2 =2 linha 2 ....
1?7 0?7 2110 4 1. 0 0 5.
1 0 O]J[1 2 1] 1 2 1] Agora vamos juntar todo O
0 1 0|]|0 2 —=2|=|0 2 —2| procedimento numa unica
o —2 1llo 2 1 0 o o« | operacdo..



Eliminacao de Gauss

Executando a Eliminacao de Gauss com matrizes...

Colocando tudo junto (na mesma seqguencia)...

E32 (E21A) = U

Uma questao muito importante ...

...0 paréntesis pode ser removido mas sem alterar a ordem de multiplicacao
das matrizes!!! (o produto de matrizes é associativo mas nado comutativo)

(E32 E21) A =U

Antes de continuar vamos ver um tipo de matriz especial que permite comutar
as linhas...a matriz permutacao!



Eliminacao de Gauss

Executando a Eliminacao de Gauss com matrizes...

Matriz permutacao...vejam um exemplo no caso 2 X 2

] e el ol d=G
Como permutar as colunas? X

[Z Z] [? Z] — [Z (z] Assim nao e possivel!!!!!

b110 1 b Moral da historia: para operar com linhas
[a ] = [ a] multiplicamos a partir da esquerda, se for para
c dill 0 d c combinar colunas multiplicamos pela direita

Lembrar sempre que, em geral A-B #B-A



Executando a Eliminacao de Gauss com matrizes...
Quantas matrizes de permutacao de linhas existem no caso de Aser 3 x 3

1 0 O]

0

O = O o O
_ O O -
-

1.

A

Eliminacao de Gauss

0 1 O]
1 0 O
0 0 1.

A

0 0 1]
0 1 O
1 0 O

A

1 0 O
0 0 1
0 1 O

Existem 6 matrizes P para uma matriz 3x3!
O que acontece se multiplicamos entre elas duas destas matrizes?

E se invertemos?

A

Ficamos sempre dentro do grupo destas 6 matrizes
E quais sao as inversas...
Aqui, curiosamente, temos que P-1=PT e portanto PTP=|
Quantas P existem num sistema 4x47?
Retornemos a nosso problema de juntar todo numa unica operagéo (E,, E,;)A = U

0
0
1

24 Pl... n!




Eliminacao de Gauss

Executando a Eliminacao de Gauss com matrizes...

A forma mais simples de fazer isso € transformar U em A e nao Aem U!ll
Ou seja, a operacao inversa!!

Por isso vamos comecar estudando a matriz inversa, o que é a matriz inversa e como
se acha?

Vamos achar a matriz que desfaz a eliminacao do termo a,; (-3 coll + col2)...esta
matriz € a matriz inversa! E ela deve satisfazer a condicao:

1 0 O 1 0 O] 1 0 0171 O O] 1 0 O]

-3 1 01=10 1 O 3 1 0|1-3 1 0|=10 1 O

0 0 1. 0 0 1. 0 0 11LO0 O 1. 0 0 1
E,," E,, I

Para poder resolver o problema das matrizes inversas precisamos primeiro estudar
como se multiplicam matrizes...



Exercicios
Livro Algebra Linear e suas aplicacdes. Gilbert Strang. 4 edicdo

Conjunto de problemas 1.3 (pagina 15)
Resolver: 1; 2:4;7; 8;10; 13; 14; 16; 18; 27; 30



Multiplicacao de matrizes

Ha quatro formas de multiplicar matrizes...
1 forma (normal):

Vamos supor as matrizes A, B e C de forma que :

Col 4 Cay
Linha 3 [ v H

[ &

A B C

Lembremos como se obtém um elemento especifico de C, por exemplo o Cy,

E a linha 3 de A vezes a coluna 4 de B ...e se faz assim:

n

Cy, = (linha 3 de A) -(coluna 4 de B)= ag,by,+ ag,bu+...= ) asbis

k=1

Para poder multiplicar matrizes aregraé A, B, =C

nXxp mXp

Vamos ver agora a segunda forma de multiplicar matrizes...



Multiplicacao de matrizes

2 forma (por colunas):

Quando multiplicamos a matriz A, pela primeira coluna de B obtemos a primeira

coluna de C.... . {Y\
TN

A (coll de B) = (coll de C)

Desta forma, as colunas da matriz C sao combinacOes das colunas da matriz A
(pois A x coluna B & uma combinacao das colunas de Al!ll). Lembrando, a
combinacao é dada pelo vetor coluna (neste caso abaixo o vetor coluna x,y,z)...

l l
1 !
l l
B C

2 -1 071 [0 21 [-11 [O01 [1°
-1 2 -1 H——1 X|-1|+y]|2|+z|-1] = |1
0 -3 41zl |4 ol [-31 lal L3




Multiplicacao de matrizes

3 forma (por linhas):

Quando multiplicamos uma linha da matriz A, pela matriz B obtemos uma linha da
matriz C que € uma combinacéao de todas as linhas da matriz B

=t

As linhas de C sao combinacoes das linhas de B, lembrando....

a1 A1 Qg3
[3 4 5] Az1 QA AdA23| = [3a11 + 4a21 + 5a31 ]
dz1 dzp dz3
Desta forma, as linhas de C sao CL das linhas de B, e as colunas de C sao CL das
colunas de A
Qual é a quarta forma?
Ja vimos matriz x matriz, coluna x matriz e linha x matriz ...falta....



Multiplicacao de matrizes

4 forma (coluna x linha):

O gue acontece se multiplicamos uma coluna de A por uma linha de B?
E diferente da 1 forma onde tomamos uma linha vezes uma coluna!!!

T

mx1 1xp mxp
VejamOS |m exemplo 2 0 2 1z Todos os vetores linha estao numa mesma linha reta
3[[1 6l=1? ?[=[3 18 ny t | o ha reta
4 . 4 24 odos os vetores coluna estdo numa mesma linha reta

Neste exemplo as colunas de C sdo multiplos da coluna A
As linhas de C sao multiplos das linhas de B
Por isso a 4 forma é que AB = soma das (colunas de A)x(linhas de B)

O espaco das linhas (que séo todas as combinacdes da linha 1,6) € uma linha para esta matriz e o espaco das
colunas (todas as combinac6es da coluna 2,3,4) é uma linha tambéem, e o motivo é terem sido (mx1)-(1xp)

Vejamos um exemplo mais complexo que o caso acima de 1 coluna vezes 1 linha...



Multiplicacao de matrizes

4 forma (coluna x linha):

Vejamos 0 caso de uma matriz 3x2 vezes uma matriz 2x2

2 5 2 5 2 12
[3 6[ [3][1 6] + 6|1 1]=[3 18 ‘ [ ‘
4 7 4 7 4 24 7 271 111 51

Uma ultima coisa sobre produtos de matrizes...
O produto em bloco!

Imaginemos uma matriz A (10 x 10) multiplicada por outra matriz B (10x10) que
resulta numa matriz C (10x10) e dividimos as matrizes em blocos A; e B;

[A1 Ay1[B1| B2l 1217
B, " 12 |2l

Na primeira posicéo teriamos A,;B,+A,B; e assim sucessivamente...
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Matrizes inversas
Voltando as matrizes inversas, vamos comecar com matrizes quadradas
Pela definicdo: se b=Ax entdo A1 b = x
Substituindo encontramos algo evidente: b=Ax=AAlb=0D AlA=1=AAl

Imaginemos uma matrizA  Existe A1?

VVamos ver o caso singular (quando NAO EXISTE a matriz inversa)

Vejamos um exemplo: A= B 2]

Por que esta matriz A nao € invertivel?  |maginemos o caso em que A x = O:

E 2] m = [8] B z] [_31] = [8] Se A fosse invertivel teriamos que

Assim, se existe um vetor X para o
A1l0=x..—-x=0 mas x=0 gual A x = 0 entao A nao tem inversa!




Matrizes inversas

1 3] [a C] _[1 O]
Vejamos agora uma matriz que possui inversa 2 71lb d 0 1
A Al I
Qual é a matriz inversa A1 ? fY\
T I
Lembrando o produto de uma matriz vezes uma coluna! [ ;o H : : : I - [ : :
s o
A B C

Temos gue resolver um sistema de 2 equacoes para as duas colunas da matriz |

Para resolver vamos aplicar o método de Gauss-Jordan gue nos permite resolver
duas equacdes de uma sO vez para encontrar a inversa de uma matriz A qualquer.

1 31[a] _ [1]

2 71l " lol 11 3/1 o01@2W1 311 o1W3 1 o —
] [ P e N e R

1 311c1 o1 2 710 1 0 11-2 1 0 1/-2 1

2 71 ldl ~ 11 A I I Al




Matrizes inversas

Vamos conferir se de fato essa matriz é At [_72 _13] B 3 = [Z Z] :[é (1)

Como foi feito? Por que funcionou?

Ao aplicar o método da eliminacao ao produto Al (neste caso foram dois passos com
duas E’s) para obter [I ?] o produto das E’s vezes A (multiplicac&o por bloco) deu | a
direita (portanto E=A) e o outro produto das E’s vezes | da E que vimos € A1)

'Y
Assim: LT?[A Il=[7] Logo... EA=1 - E= A1 E[AI] = [1 A™1]

E's 2 1 11wy [5°

Mais um exemplo, neste caso de um sistema 3x3 4 -6 0 [U] = |—2
-2 7 21tw | O |

A X b

A equacao Ax=b sera no final resolvida através de A de forma que Atb = x



Vejamos repassar tudo de novo para 3x3 comecando pelo método da eliminacao

[ 2 1 1@-20r2 1 1] 2 1 1]
4 =6 0|+ [0 —8 —2| mmm |0 —8 —2
-2 7 21== [p g 3. 0 0 1.
- -
O vetor coluna b se transforma em c...que é:¢c= |—12
| 2
Apos a transformacéo, agora temos o0 mesmo sistema inicial reescrito da forma U x = ¢
2 1 11ru 5 ]
0 -8 -2 [v] =1—-12
0 0 11w | 2
U X C

Matrizes inversas




Matrizes inversas

Agora podemos resolver por retrossubstituicao (comecando pela ultima linha)

2 1 17ru 5 w=2
0 -8 -2 [U] = |—12 -8v-2w=-12 (v=1)
0 0 11w L 2 2u+v+w=5 (u=1)

Este método tem como foco transformar A em U (matriz diagonal superior)
Agora vamos executar este procedimento com matrizes...
Qual matriz val executar o primeiro passo da nossa eliminacao?

21 1J@-2)[2 1 1 Lo
[4 —60]~l0 —8—2] 2?7 714 -6 0|=|10 -8
?7 7 2

-2 7 2 -2 7 2




Matrizes inversas

O primeiro passo (eliminar a,,) é realizado pela matriz (CL de linhas!)....

A primeira linha de E,, € a CL das linhas de 1x(1)+0(2)+0(3) (nao alteramos ela)
1 0 O] 2 1 1 [ 2 1 1]
27 7114 -6 0|=]l0f -8 =2
1?77 Ml-2 7 2. -2 7 2
A segundas linha de E,, € a CL das linhas de -2x(1)+1(2)+0(3)

1 0 O]f 2 1 1 [ 2 1 1]
-2 1 0|4 -6 0 0 -8 -2
L ? 2 NL=-2 7 2. -2 7 2
A terceira linha de E,; € simplesmente 0x(1)+0(2)+1(3) (n&o alteramos ela)

1 0 O] 2 1 11 [ 2 1 1]

-2 1 0114 -6 0f=10 -8 -2

L0 0 -2 7 21 -2 7 2 |
E,; A U’




Matrizes inversas

A seguinte passo foi eliminar o termo as;
A CL para a terceira linha foi 1x(1)+0(2)+1(3) portanto a E5, €:

1 0 O] 2 1 17 [2 1 1]
0 1 010 -8 =2 0 -8 -2
77 2112 7 21 10 8 3 .

1 0 O] 2 1 1 2 1 1

o1 00 -8 —-2(=|0 -8 -2

1 0 11L-2 7 2 0O 3 3
E. A’ T

Por ultimo falta eliminar o termo a,, para o qual a E, é....




Matrizes inversas

A CL para eliminar o termo a5, (sem mudar as linhas 1 e 2) e 0x(1)+1(2)+1(3)
portanto a E, é:

1 0 0712 1 1] 2 1 1]
O 1 0jj6 -8 —-21=1]0 -8 -2
7?7 7?7 72110 |8 3 0 0 1.
1 0 O][2 1 1] 2 1 1
O 1 0Jj|j6 -8 —-21=]0 -8 -2
0 1 1110 8 3 0 0 1
E32 A U
Desta forma as trés matrizes que eliminam os termos a, ; a;; € az, Sao:
1 0 0 1 0 O 1 0 O
E21 — [—2 1 0] E31 — [O 1 O] E32 — [0 1 0]
O 0 1 1 0 1 0O 1 1



Matrizes inversas

Agora juntamos todas as operacdes em uma Unica operacao realizada pela matriz que
chamaremos E

Como se obtem E a partir de E,; E;; e E3,?

Simplesmente efetuando o produto delas na ordem correta....lembrando que foi feito
assim:

Es Esy E21 Matrlz E Matriz A
1 0 OfJf1 0 O
0 1 O] lO 1 O] l 2 1 O 2 1 O] [ —6 O] [ —38 —2]
0 1 1111 0 1 -1 1 1

O vetor coluna b também deve ser transformado....ele se transforma no vetor coluna c:

bl ol -l

Assim temos a nova equacao U x = c equivalente (mesma solucao) aAx=>b
Vamos achar a inversa de U pois é mais facil fazer U1 ¢ = x para resolver!




Matrizes inversas

Temos que fazer as mesmas operacdes na direcao oposta (lembrando que (ABC)* =
(C1 B! A1) seinverte a ordem igual que com E!)

Por exemplo, se E,;A=U" agora queremos que (E,))t U =A
Isso é simplesmente desfazer a CL que executamos para eliminar a,,!
Ou seja desfazer para a,, a operagcao -2x(1)+1(2)+0(3) realizada pela matriz E,,

SRR

Para Isso realizamos as mesma operac;oes na dlregao oposta!, ou seja agora
pegamos U’ e fazemos 2x(1)+1(2)+(3) para obter novamente A:

I

0 0 1
(Eyq)™




Matrizes inversas

Portanto a (E,,)* pode ser obtida diretamente de E,, simplesmente invertendo os
sinais da operacao que altera a linha (os 1 na diagonal néao alteram!!!)

1 0 O 1 0 0 1 0 O0If[1 O 01 [1 O O
E;|-2 1 ol (E,D7% 2 1 0 2 1 0l|-2 1 o|l=]0 1 0O
0 0 1. 0 0 1 o 0 1lLo o0 11 1o o 1

Nosso problema agora € que no caso de produtos de matrizes (por exemplo no caso
da matriz E = E;, E5; E,;) ndo sabemos como encontrar diretamente (E)

Vamos encontrar, uma a uma, as matrizes inversas para desfazer o caminho de A até
U ou seja de tal forma que A = (E,)* (E3)*(Es,)™t U, e a sequir, identificar a matriz L
que multiplicada por U (LU) faz isso de uma uUnica vez, ou seja, L= (E,)*(E3)* (Es,)™



E21

(E;1)7H

Logo:

Assim LE = | (verificar!)

1 0 O]

-2 1 0

0 1.

e~
||
= S

o = O

Matrizes inversas

Portanto podemos escrever estas inversas individualmente assim:

E3q

(Es1) ™

- oS
S

0
1

!
0

—1

1
0

O = O

1 0 O]

0
1.

it

1
Es> |0
0
1
(Esz)~ M0
0
0 1
0| = 2
1. —1
0
l
1




Matrizes inversas

Vamos verificar que LU = A

1 0 O 2 1 1 2 1 1

2 1 0 0 -8 -2|=[4 -6 0

-1 -1 1 0 0 1 -2 7 2
L U A

Agora no lugar de todo isso vamos aplicar o método de Gauss-Jordan para
encontrar L (que € a inversa de E).
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Matrizes inversas

Agora no lugar de todo isso vamos aplicar o metodo de Gauss-Jordan para
encontrar L (que é a inversa de E).



Matrizes inversas

aij1 Q12 a13 1 0 O
Como sabemos que AA1 = | temos que lz 1 0‘ Iam ays a23] [0 1 0‘
1 1 1

a3zq1 A3y Asz3 0O 0 1

21 EE%H] R 21 BaRH li e

as3

Portanto  teriamos  que
resolver todas estas
equacoes!!!

O método de Gauss-Jordam as resolve todas as (n x n) equacoes de uma vez !!!!

diretamente A'ltb = x ?

100100](2)+2(1) 0 0|1 0 0 1 0 0|1 0 0]
-2 1. 0/0 1 0 1 02 1 0f=e+m|0 1 0[2 1 0f=
1 1 1|0 0 1 111001—>o111o1.
E

1 0 0 1 0 0 1 o o] Por que tanta confusao?
(3)-2 [0 1 0] 2 1 0] L=I2 1 0| por que ndo fazer
mm) 10 O 1(-1 -1 1 -1 =1 1

I



Matrizes inversas

Calcular diretamente a inversa de A por Gauss-Jordam
Lembrando que tudo comecou com:

2
0
0

1
—8

0

Ull

1
—2
1

1 0 O

0 1 O

0 0 1
|

-2 1 0

-1 1 1
Ell=L"1

100]

2
0

|

—2

1
—8
7

1
—2
2

1 0 O
-2 1 0

0 0 1

2
0
0

4
—2

1
—8

A

—6
7

1
—2

8

3

1-

0

2]

Concluimos a primeira metade do problema,
obtivemos nas primeiras 2 colunas a triangular
superior U e nas trés ultimas colunas E que é L

Agora temos que levar U a | de forma que & direita teremos Al (pois
comecamos com A |) isto corresponde a multiplicar ambos lados por UL, Ao
criar os zeros acima dos pivos chegaremos a |....

Continuando....



Matrizes inversas

Calcular diretamente a inversa de A por Gauss-Jordam
Lembrando que tudo comecou com:

1
0
0

1

6

4
—4
-1

0 O
1 0
0 1
|

0 O
-2 1 0

-1 1 1

EN=L1
5

8

3 2
1 1.

2
0
—2

2
0
0

1
—8
7

0

—8
0

1
—2
2

S W

—2
1

—2
—1

-

= =0 -

|

0

0

11

2

0

2
0
0

0

4
—2

1
—8

A

—6
7

—2

1

1-

0

2]

—2
-1

O problema aqui é que os pivds nao sao unitarios,
para arrumar isso temos que dividir cada linha pelos
seus pivos (dividir qualquer equacao por uma
constante nao altera a equacao!!!)

Continuando




Matrizes inversas

Calcular diretamente a inversa de A por Gauss-Jordam
Lembrando que tudo comecou com:

2
0
0

-

—2

1 0 O
-2 1 0

-1 1 1
Ell=L"1

|

6

4
—4
-1

3
1

5

8

2

1.

1 0 O
0 1 O
0 O 1 —2

3-

4

-

1 1 1 0 O 2
-8 -2 -2 1 0 0
7 2 0 0 1 0
0 3 3 1 0' ,
4 4 8 0

-8 -2 -2 1 0
0o 11-11 11 |9
Agora dividimos as |1
linhas pelos pivos 0
0

A—I| portanto |-A1

A

O = O

-0 O

X b
- |-
w 9 |
1 0 0]
-2 1 0
1 0 1.
6 5
4 8
-2 1
-1 1

5
16
3
8

1




Matrizes inversas

Vamos verificar se de fato funcionou e A'b é a solucéo x ?

Vamos resolver nossa equacao assim: no lugar de Ax=b — A'lb = x|

Nao resolvemos assim porque ficamos igual que no inicio (ou pior pelos coeficientes
fracionarios) com 3 equacdes com 3 incognitas!!! (imaginem um sistema nxn)

2 1 11wy [5° 6 5 3
4 —6 0 [U]: _2 » 8 16 8
2 7 2wl 19 A =11 3 1
2 8 1
) As ;‘ b 1 1 1.
5 16 T8|[5 =1
1 3 1||-2 =[ ] v=1
"3 T allo w=2
1 1 1.




Matrizes inversas

Por ser importante vamos lembrar a propriedade mais importante da
matriz inversa....

Se vocé multiplicar por A e, em seguida, multiplicar por A voltara ao
inicio!

b=AXx Alb=x PorissoA'A=]|
Nem todas as matrizes possuem inversas.
Se Ax for nulo (Ax=0) para um x diferente de zero, A*teria que
retornar x a partir de um zero (A 0 = x) o que é impossivel!

Nosso problema é calcular Al e utilizar ela (quando existe) e
compreender quais matrizes nao possuem inversas.



Matrizes inversas

A matriz inversa existe se, e somente se, a eliminacao produzir n pivos

O método de eliminacdo resolve Ax=b sem encontrar explicitamente AL
b=AX Alb=x Por isso A1A = |

A matriz A nao pode ter duas matrizes inversas diferentes.

Suponha que BA=| e que AC=Il. Entao B=C pois se fazemos:
B(AC)=(BA)C implica BI=IC que & B=C

Isso também mostra que a inversa a esquerda (IB) é igual a inversa

a direita (Bl)...o que nao é geralmente valido para o produto de

matrizes (em geral nao podem ser comutadas).

Desta forma se queremos resolver Ax=b podemos fazer isso utilizando a
equacao x=A'b

Por isso a importancia das matrizes inversas



Matrizes especials

Matriz inversa: A = LU
Matriz permutacdo: em nxn temos n!P todas invertiveis e P-1=PT e PTP=]
Matriz transposta: (A"); = A; Matrizes mxn passam a ser nxm

Matriz simétrica: RT=R

2 2 57
2 4 1
5 1 -3.

Evidentemente: R'R é sempre simétrical!l! (verifiquem por qué!)

Tomando (R'R)" = direcao inversa!= RTR™" = R'R por isso é simétrica!



Exercicios
Livro Algebra Linear e suas aplicacdes. Gilbert Strang. 4 edicdo

Conjunto de problemas 1.6 (pagina 52)

Resolver: 1; 2;: 3: 8:9; 16; 17a; 17b; 21; 22; 23; 29; 32; 35:; 36;
38;42:49: 50



