. a0lucoes para 0s

exercicios selecionados

Conjunto de problemas 1.2

3.

4.

5.

6.

10.

11.

14.

15.

17.

18.
20.

22,

As retas intersectam-se em (x, y) = (3, 1). Entdo, 3 (coluna 1) + 1 (coluna 2) = (4, 4).

Os dois pontos no plano sao (1, 0, 0, 0) e (0, 1, 0, 0).

Esses “planos” intersectam-se em um espago tetradimensional. O quarto plano normal-
mente intersecta essa reta em um ponto. Uma equacao inconsistente, como «# + w = 5, ndo
resulta em solugdo alguma (nenhuma interse¢ao).

Tanto a = 2 quanto a = —2 fornecem uma linha de solugdes. Todos os outros as fornecem
x=0,y=0.

Soluvel para (3, 5, 8) e (1, 2, 3); ndo soluvel para b = (3,5, 7) ou b = (1, 2, 2).

Coluna 3 = 2 (coluna 2) — coluna 1. Se b = (0, 0, 0), entdo (u, v, w) = (¢, —2c, ¢).

A interpretagdo por linhas mostra quatro retas. A interpretagdo por colunas estd em um
espaco fetradimensional. Nenhuma solugéo, exceto o lado direito, é uma combinagdo das
duas colunas.

A interpretacdo por linhas tem duas retas que se encontram em (4, 2). A interpretacdo por
colunas tem 4(1, 1) + 2(-2, 1) = 4(coluna 1) + 2(coluna 2) = lado direito (0, 6).

Coluna 3 = coluna 1; solugdes (x, v, z) = (1, 1, 0) ou (0, 1, 1) e vocé€ pode somar qualquer
multiplo de (-1, 0, 1); b = (4, 6, ¢) precisa de ¢ = 10 para solubilidade.
u=0,v=0,w=1,porque 1 (coluna 3) = b.

O segundo plano, a linha 2 da matriz e todas as colunas da matriz serdo alterados. A solugéo
nao ¢ alterada.

Se x, y, z satisfazem as primeiras duas equagdes, também satisfazem a terceira equagao.
Alinha L das solugdes contém v = (1, 1,0), w = (1, 1, 1), e u = 3v + Iw, e todas as com-
binac¢des cv + dwcomc + d = 1.

Conjunto de problemas 1.3

1.

2.

4.
7.

6x + 4y €2 vezes 3x 4 2y. Nao ha nenhuma solugdo, a menos que o lado direito seja 2 - 10 = 20.
Entdo, todos os pontos na reta 3x + 2 y = 10 serdo solugdes, incluindo (0, 5) e (4, —1).

Subtraia —% vezes a equacdo 1 (ou some % vezes a equacdo 1). A nova segunda equacdo €
3y = 3. Entdo, y =1 e x = 5. Se o lado direito muda de sinal, a solu¢do também muda: (x,

y) = (=5, -1).
Multiplique por ¢ = % = 5 e subtraia para encontrar 2x + 3y = 1 e -6y = 6. Pivos 2, —6.

6x — 4y € 2 vezes (3x — 2y). Portanto, precisamos de b, = 2b,. Entdo, havera infinitamente
muitas solugdes. As colunas (3, 6) e (-2, —4) estdo na mesma linha.
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14.

16.
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20.
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27.

28.

30.
31.

Algebra linear e suas aplicacdes

Se a = 2, a eliminag@o deve falhar. As equacdes ndo tém solugdo. Se a = 0, a eliminagéo é
interrompida para uma troca de linhas. Entdo 3y = -3 fornece y = —1 e 4x + 6y = 6 resulta
emx = 3.

A segunda posicao de pivo conterd —2 — b. Se b = —2, trocamos com a linha 3. Se b = -1
(caso singular), a segunda equagdo ¢ —y —z = 0. Uma solugédo € (1, 1, -1).

2x—3y=3 2x—3y=3 x=23  Subtraia 2 x linha 1 da linha 2
v+ z=1 fornece y+ z=1 e y=1 Subtraia 1 x linha 1 da linha 3
2y —3z =2 -5z =0 z =0  Subtraia 2 x linha 2 da linha 3.

A linha 2 torna-se 3y — 4z = 5, entfo a linha 3 torna-se (¢ + 4)z = t— 5. Se ¢ = —4, o siste-

ma ¢ singular — sem terceiro pivo. Entdo, se = 5, a terceira equagdo ¢ 0 = 0. Escolhendo
z =1, aequagdo 3y —4z = 5 fornece y = 3 ¢ a equagdo 1 fornece x = 9.

Se a linha 1 = linha 2, entdo a linha 2 € nula apds o primeiro passo; troque a linha nula com
a linha 3 e ndo havera terceiro pivo. Se a coluna 1 = coluna 2, ha um segundo pivo.

O sistema ¢ singular se a linha 3 for uma combinagdo de linhas 1 e 2. A partir da vista
posterior, os trés planos formam um tridngulo. Isto acontece se as linhas 1 + 2 =linha 3 a
esquerda, mas ndo a direita: por exemplo,x +y +z=0,x—-2y—z=1,2x—y =9.Nao ha
dois planos paralelos, ainda assim ndo ha nenhuma solucéo.

. A6 - coA g (nt])
O quinto pivo ¢ <. O n-€simo pivo ¢ ——.

a = 0 exige uma troca de linhas, mas o sistema ¢ ndo singular: a = 2 torna-o singular (um
pivo, infinidade de solugdes); a = —2 torna-o singular (um pivo, sem solugdo).

u+ v+ w= 2 u= 3
Sistema triangular 2v42w=-2 Solugdo v =—-2.

(u, v, w) = (3/2, 1/2, -3). Alterar para +1 tornaria o sistema singular (duas colunas iguais).
A eliminagdo falha em a = 2 (colunas iguais), a = 4 (linhas iguais), a = 0 (coluna nula).
O segundo termo bc + ad é (a + b)(c + d) — ac — bd (somente uma multiplica¢do adicional).

Conjunto de problemas 1.4

2.

4.

3 5 1
Os produtos escalares 54 e 0, coluna multiplicada por linha resultaem | -6 —10 —2]|.
21 35 7
1 00 1 3 4 1 3 4
Exemplos: [0 2 0|, diagonal, |3 2 0|, simétrica, |0 2 0|, triangular,
00 7 4 0 7 00 7
0 3 4
—3 0 O] antissimétrica.
-4 0 0
17 5 5
41, 1-21, l4 . Com laterais para (2, 1) e (0, 3), o paralelogramo vai até (2, 4).
17 3

6. Ax = (0, 0, 0), portanto, x = (2, 1, 1) € uma solu¢do; outras solucdes sdao cx = (2¢, ¢, ¢).
10. AB, = B\A fornece b = ¢ = 0. AB, = B, A fornece a = d. Entdo 4 = al.
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A(A + B) + B(A + B), (4 + B)(B + A), A> + AB + BA + B? sempre se iguala a (4 + B).

i

(@a, )L, =a,la, (c) o novo a; ¢ a, — a—”a]j
d do pivé ]
(d) o segundo pivo a22_a_“a12'
0 1 0 1 0 1 I —1
a=| O],B_lo 0},c_ 1 Ol,D_A,E_F_L _1}.

Os coeficientes das linhas de B sdo 2, 1, 4 de A. A primeira linha de ABé[6 3].

a bllp q| lallp q]+ bl[r s] [ap+br aq+bs
c d||r s| |c d |ep+dr cqgtds|
A" = A, B" :[(1) (_Ol)n , C:[8 0 = matriz nula.

Alterar a,, de 7 para 11 mudara o terceiro pivo de 5 para 9. Alterar a,, de 7 para 2 mudara
0 pivo de 5 para nenhum pivo.

Para reverter £

11> Some sete vezes a linha 1 a linha 3. A matriz € R, =

~N O
S = O

0
0.
1

E,, E, b= (1,-5,-35), mas E, E,,b = (1, =5, 0). Entdo, a linha 3 ndo sente efeito algum
da linha 1.

—_1 _ 2 _ 3 , . .
E, tem/{, = 5> B, tem by, = 5, E,; tem {,; = —. Caso contrério, os Es equivalem a /.

E E

13 13

10 1][1 01
=10 1 0/;{0 1 0f;E,
00 1] |1 0 1

— O N

0 1
1 0]. Teste na matriz identidade!
0 1

BA=3I¢é5por5,AB=51¢3 por 3, ABD = 5D ¢é 3 por 1, ABD: Nao, A(B + C): Nao.
(linha 3) - x éXay;x; e (4%),, = (linha 1) - (coluna 1) = Xa, 4,

;751
a+ b+ c= 4 a=2
a+2b+4c= 8 resultaem b=1.
a+3b+9 =14 c=1
(a) Cada coluna é E vezes uma coluna de B.
1 01 2 4 1 2 4
(b)EB_11124_248'

As linhas de EB sdo combinagdes de linhas de B, portanto, sdo multiplasde [1 2 4].
(a) mn (cada elemento). (b) mnp. (c) n? (isto é n? produtos escalares).

00 1
() B=4L (b)) B=0. (c) B=|0 1 0]
1 00

(d) Cadalinhade B¢ 1,0, 0.

1 0 3300 /000 [3 30
2/[3 3 0]+[4[[1 2 1]=[6 6 0|+|4 8 4|=|10 14 4
2 1 6 6 0] [1 21| |7 81



4
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60.
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2x+3y+z+5t=8¢éAx=bcomamatriz1 pord, 4=[2 3 1 5].Assolucdes x
preenchem um “plano” 3D em quatro dimensdes.

Avezes B é A B,

>

X

O produto escalar [1 4 5]|y|=(1por 3)(3 por 1) é nulo para os pontos (x, y, z) em um
z

plano x +4y + 5z = 0 em trés dimensdes. As colunas de 4 sdo vetores unidimensionais.

O bloco (2,2) S = D — CA'B é o complemento de Schur: blocos em d — (cb/a).

at+b a+b
c+d c+d

at+c b+d

ta d d
esta de acordo com dtc bid

quandob=cea =d.

A multiplicada por X =[x, x, x,]serda matriz identidade / = [4x, Ax, Ax,].

8 3 4 S54u 5—u+v 5—v
M=|1 5 9|=|5—u—v 5 54u+v|;
6 7 2 S5+v S5+u—v 5—u

M,(1, 1, 1) = (15, 15, 15); M (1, 1, 1, 1) = (34, 34, 34, 34) porque os numeros 1 a 16 se
somam a 136, que ¢é 4(34).

Axv=I[3 4 B ev’*v=>50;v* A dauma mensagem de erro.

Conjunto de problemas 1.5
1 00 1 00 1 00 1 00 1 00
2 1 0/|-2 1 0|=|0 1 Of;;—=2 1 0| 2 1 0|=1também.
-1 -1 1{|—-1 1 1 0O o0 1}j|—-1 1 1]|—-1 -1 1

(E"'F'G")\(GFE)= E"'F'\FE = E"'E = I; também (GFE)(E"'F'G ™) = I.

2. U ¢ ndo singular quando nenhum valor na diagonal principal for zero.
1 000 1 000
2 1 00 2 1 00
4.FGH—O21 O,HGF—4210.
00 2 1 8 4 2 1
5. (a) Nao singular quando d,d,d; = 0. (b) Suponha que d; = 0: resolva Lc = b no sentido

0 d —-d 0 u 0
decrescente: Lc = b fornece ¢ =|0| Entdo,| 0 d, —d,||v|=]|0| resulta em
1 0 0 d3 % 1
l/d,
x=|1/d,|.
l/d,
1 0 0|2 3 3 2 3 3 2
LU=|0 1 0|0 5 7|, ap6sacliminagdo, |0 5 7||v|=]| 2
30 1(|0 0 —1 0 0 —1 —1
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1 0
. Ltorna-se |1 1
20

. @ = 4 leva a uma troca de linha; 36 + 10a = 40 leva a uma matriz singular; ¢ = 0 leva a
uma troca de linha; ¢ = 3 leva a uma matriz singular.

0
0|. MATLAB e outros codigos usam P4 = LU.
1

p tach 1 0 O] [u 2
'l.egnuzaqa;’ 00 1),|v]=]-3;
inhas 2 e 01 0 4
permutagao 0 10 :
u
i 1 0 Of,|v|=|—-1].
linhas 1 e 2 00 0 )
2
. Lc = b no sentido decrescente fornece ¢ =|—2|; Ux = ¢ no sentido crescente fornece
0
5
x=|-21.
0
01 o]0 1 1 1 0 O]f[1 O O]f1 0 1
PA=LDU¢|1 0 0|1 O 1|=|0 1 O[O0 I O}|0 1 1
00 1/|2 3 4 2 3 1/{0 0 —1|(0 O 1
1 0 O][1 2 1 1 0 Of[1 O Off1 2 1
PA=LDUé|0 0 1({|2 4 2(=|1 1 0|0 —1 O[]0 1 O]
01 Oof|1 1 1 2 0 1{{]0 0 0|0 0 O

. 2 por 2: d = 0 ndo é permitido;

1 10 1 d e g| d=lLe=1entiol =1
11 2|=|¢ 1 f h f = 0 ndo ¢ permitido
1 21 m n 1 i nenhum pivo na linha 2.

.

Ux=c:1vezes(x +y+z=15)+2vezes (y + 2z =2) + 1 vezes (z=2) fornece x + 3y +
+ 6z =11.

= 1le/l,, =2 ({;; = 1): passos reversos para recuperar x + 3y + 6z = 11 de

1 1 1 1 1
0 1 -2 1 A=|0 2 3|=U
0 -2 1 0 0 1 0 0 —6
1 00
A=|2 1 0 U:E;ESEIU:LU.
0 2 1
a a a a 1 a a a a a=0
a b b b _ 1 1 b—a b—a b—a ' Precisa de b=a
a b ¢ c 1 1 1 c—b c—b c=b
a b ¢ d 1 1 11 d—c d = c.
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1 1 10 a a 0 a
28. |1 1 1 1|=LIU; |a a+b b | = (mesmo L) b (mesmo U).
011 1 0 b b+c c
1 00 4 4111 1 1 4 3
29. {1 1 O|c=|5]| fornecec=|1|-|0 1 1| x=|1]| fornecex=|0].
111 6 1]]10 0 1 1 1
A=LU.
2 4 8 2
32. A=|0 3 9|temL=1eD= 3 ;A= LU tem U = A4 (pivds na diagonal);
0 0 7 7
1 2 4
A=LDUtemU =D"'4={0 1 3| com os digitos I na diagonal.
0 0 1

35. Cada novo lado direito custa apenas n* passos comparados aos n/3 passos necessarios para
a eliminagao total 4\b.

11 1 1 1
12 3 4 5
36. (1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 515 35 70
1 L1l Triangulo de Pascal em L e U.
11 12 3 4| 0codigo lu do MATLAB rompera
=121 1 3 6/|.0padrio. O chol ndo faz nenhuma
1 3 3 1 1 4| alteracdo de linhas para matrizes
1 4 6 41 1| simétricas com pivds positivos.

39. A submatriz B superior 2 por 2 tem os primeiros dois pivos 2, 7. Razdo: elimina¢do em 4
comeca no canto superior esquerdo com a eliminagdo em B.

010 1 00 0 01
4. P=|0 0 1|; =0 0 1] ¢ =0 1 O
1 00 010 1 00

(P, fornece uma troca de coluna).

44. 2 muda; 3 muda; 50 muda e, a seguir, 51 muda.

46. Asolugaoéx=(1,1,...,1). Entdo, x = Px.

48. Ha n! matrizes de permutagdo de ordem n. Por fim, duas forgas de P devem ser as mesmas:
se P" = P5, entdo P" 5 = I. Certamente » — s < n!

P

01}
a b

(=
S = O

0
¢ 5 por 5, com [)2_\ P =|0
1

Conjunto de problemas 1.6

1. Se alinha 3 de 47! fosse (a, b, c, d), entdo A™'4 = I resultaria em 2a = 0, a + 36 = 0, 4a
+ 8b = 1. Isto ndo tem solugdo.



Solucdes para os exercicios selecionados

2. A(AB) = (mova os parénteses) = (42)(B) = L

7

3. [V32 2|32 12 [o 1 todas tém A2 — 1.
12 321 v2 321 0
8. A'=BC 4" =ULP.
9. 41 — 0 3|, 41— 3 0] 4 cosf sen@i
! Loy 2 -1 17 —senf) cosd
1 0 o[t 0 O]f1 3 5
12. |3 1 0|0 3 0|0 1 1
51 1]/0 0 2|0 0 1
1 Ol|a 0 1 bla
=LDIT.
bla 1|10 d—b*a)||0 1
6 6 6 2
Tp _ Q- BT 4 — Q- ART — . pAT
16. A'B=28;B'A=28; AB —lz 2],BA _[6 2].
10 -1 0 00 10 00 1 0
17. (a)‘o 1}4 0 —1]_[0 0]' ®) [0 o}+[0 1]_[0 1]'
1 0 o 1] [ 1 1] ., N .
© g ol o|=|y 1@ A =B By A
18. (a) elementos n(n + 1)/2 em e sobre a diagonal. (b) elementos (n — 1)n/2 sobre a diagonal.

20.

21.

22,

23.

24.

29.

o

(a) A inversa de uma matriz triangular inferior (superior) ainda é uma triangular inferior (supe-
rior). Multiplicar as matrizes triangulares inferiores (superiores) fornece uma matriz triangular
inferior (superior). (b) As principais diagonais de L' L,D, e D,U,U," sdo as mesmas
que as de D, e D,, respectivamente. L~ ! L,D, = DU U; I, entdo temos D, = D,. Ao com-
parar os elementos fora das diagonais de L' L,D, = D,U,U;", as duas matrizes devem ser
diagonais. L,' L,D, = D,, D,U,U,"' = D, D, ¢ invertivel, portanto, L' L, =1, U,U,"' = L.
Entdo, L, = L,, U, = U,.

(a) Em Ax = (1, 0, 0), equacdo 1 + equagdo 2 — equacdo 3 ¢ 0 = 1. (b) Os lados a direita
devem satisfazer b,+b, = b.. (c) A linha 3 torna-se uma linha de zeros — sem terceiro pivo.

Se B altera as linhas 1 e 2 de 4, entdo B! altera as colunas 1 e 2 de A7".

1 1 1 1
1 1 -1 1 =|-1 1 =E;
-1 1]]-1 1 1 0 -1 1
1
entdo |1 1 ¢ L =E"", ap0sreverter a ordem dessas trés matrizes elementares
111

e alterar —1 para +1.

De B(I — AB) = (I — BA)B, obtemos (I — BA)™' = B(I — AB)'B™!, uma inversa explicita,
contanto que B e I — AB sejam invertiveis. Segunda abordagem: se I — BA néo for inverti-
vel, entdo BAx = x para alguns x ndo nulos. Portanto, ABAx = Ax, ou ABy =y,e I — AB ndo
poderiam ser invertiveis. (Observe que y = Ax € ndo nulo, a partir de BAx = x.)

0,5 z_[—o,z 1[5 =2

= rtanto, 4A~! = — .
—02|’ |z 0,1 > Portanto, 0]-2 1

x
y

>
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32.
34.

3s.

36.

38.

42,

44.

46.

48.

49.

50.

53.

54.

59.
60.

62.

Algebra linear e suas aplicacdes

Se A tem uma coluna de zeros, BA também tem. Portanto, BA = I & impossivel. Nao existe 4.

A * ones (4, 1) fornece o vetor nulo, entdo 4 ndo pode ser invertivel.

1l a b1 00 1l a 01 0 —b 1 001 —a ac—>b
01 ¢010—-|01 001 —|—|0100 1 —c .
001 001 00100 1 001 0 O 1
2 20 1_}2 0 -1 1_} 1 0 -1/2 1/2 —1 4]
0210 02 10 01 12 0
1 31 O_}l 3 1 0_)1 0o 7 =3 —[1 4);
2 7 01 01 -2 1 01 -2 1
1 310 1 0 -8 3
=1 47|
380 1] [0 13 —1} [ )
Nao invertivel para ¢ = 7 (colunas iguais), ¢ = 2 (linhas iguais), ¢ = 0 (coluna nula).
1 100
L, 101 1 0 , . .
A = 00 1 1 A7 5 por 5 também apresenta valores 1 na diagonal e na superdiagonal.
0 0 01
Para Ax = b com A = ones (4, 4) = matriz singular e b = ones (4, 1), A\b selecionara

x=1(1,0,0,0) eapinv(A) * b selecionara a solugdo mais curta x = (1, 1, 1, 1)/4.

-D I
I 0

I 0

—C I’ )e

A 0
-D-'c4~' D!

(ABYHT=B'AH =A@ HTB T, (UT é uma triangular inferior.

1 9 I 0 1 -3
AT = A1 = AN = (4T)1 = AT =4 t3
[o 3]’ {—3 1/3]’ @D =UD"=1y 5] & cntao,
1 {0 ¢
A1 = — = (AT = (47",
L1 Sl=anr=un
(Px)T(Py) = x"PTPy = xT y porque PTP = I, normalmente Px - y =x - PTy = x - Py:

1 Of|1] (1 1 1 0|1
0 1||2]-|1|=]|2] 0 1|1}
0 0]]13]]2 3 0 0]|2

- o O
- o O

(a) XAy = a,, = 5. b)x™A=[4 5 6]. (c) Ay = [2]

5
PAP" recupera a simetria.

(a) A transposta de RTAR é RTATR™ = RTAR = n por n.

(b) (RTR)/./. = (coluna de R) - (colunaj de R) = comprimento quadrado da coluna ;.

10 1| |yee Ype T Vps
As correntes totais sio 4Ty = | —1 L 0| yes | =] —Vee T Vs |-
0 =1 =1y —Yes — Vs

De qualquer modo, (4x)"y = x"(ATy) = X Ype + X3 Vgs ~Xc Vpe T X Vos — Xs Ves ~ X Vas:



63.

64.
65.
66.

70.

Solucdes para os exercicios selecionados 9

. b , .
Reordenar as linhas e/ou colunas de t d} movera o elemento a, sem fornecer Z ;]

Matrizes aleatorias sdo quase certamente invertiveis.

A matriz—1, 2,-1 nase¢do 1.7tem 4 = LDL" com ¢,  =1—1

Estes sdo os grupos: triangular inferior com numeros 1 diagonais, D diagonal invertivel e
P de permutacdes. Mais duas: permutacdes pares, todas as matrizes ndo singulares.

Ax -y é o custo de dados inseridos, ao passo que x - ATy é o valor dos resultados.

Conjunto de problemas 1.7

2.

10.

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2
1 2 1 7%
-1 1 2 1 —2
= ) 4 3 = LDL"det = 5.
—= 1 E 1 =3
3 3 4
=B 3

(u,, u,, uy) = (7%/8, 0,~7*/8) em vez dos verdadeiros valores (1, 0, —1).

1 -1 c 0
-1 2 -1 ¢ 0
A4, = -1 2 -1 . Cada linha se soma a 1, entdo 4| c|=| 0.
-1 2 -1 c 0
-1 1 c 0
A matriz de Hilbert 10 por 10 é muito mal condicionada.
9 =36 30
H'=]-36 192 —180].

30 —180 180

Um pivo grande ¢ multiplicado por menos que 1 na eliminaggo de cada elemento abaixo dis-
172 1/2 1
so. Um caso extremo, com multiplicadores = 1 e pivos = %, %, 4, 64=|-1/2 0 1|.
-1/2 -1 1

Conjunto de problemas 2.1

1.

(a) O conjunto de todos (1, v), em que u e v sdo as razdes p/q dos nlimeros inteiros.

(b) O conjunto de todos os (u, v),em que u = 0 ouv = 0.

(b), (d), (e) sao subespagos. Nao podem se multiplicar por —1 em (a) e (c). Ndo podem se
somar em (f).

C(4) é o eixo x; N(A) é a linha através de (1, 1); C(B) ¢ R%;, N(B) ¢ a linha através de (=2,
1, 0); C(C) é o ponto (0, 0) em RZ; 0 espago nulo N(C) é R>.

Regras corrompidas: (a) 7, 8; (b) 1; (¢) 1, 2, 8.
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9. (a) Uma possibilidade: as matrizes cA formam um subespaco que ndo contém B.
(b) Sim: o subespago deve conter 4 — B = I.
(c) O subespaco de matrizes cuja diagonal principal é composta somente de zeros.

10. A soma de duas matrizes ndo singulares pode ser singular (4 4 (—A4)). A soma de duas ma-
trizes singulares pode ser nao singular.

14. (a) Os subespagos de R? sdo os proprios R?, linhas através de (0, 0), € o ponto (0, 0).

(b) Os subespagos de R* sio os proprios R*, planos tridimensionais n - v = 0, subespagos
bidimensionais (n, - v = 0 e n, - v = 0), linhas unidimensionais através de (0, 0, 0, 0) e
(0, 0, 0, 0) isoladamente.

16. Se (f + 2)(x) ¢ a f(g(x)) comum, entdo (g + f)x € g(f (x)), que é diferente. Na regra 2,
ambos os lados sdo f(g (4 (x))). A regra 4 ¢ corrompida, porque nao deve haver nenhuma
fungdo inversa f~'(x) de modo que f(f'(x)) = x. Se a fungdo inversa existir, serd o vetor —.

17. Asoma de (4, 0, 0) e (0, 4, 0) ndo esta no plano; elatemx + y — 2z = 8.
20. O menor subespago contendo P e L é P ou R>.

21. Uma combinagdo de colunas de C também é uma combinagdo de colunas de 4 (mesmo
espago-coluna; B tem um espago-coluna diferente).

22. A coluna extra b aumenta o espago-coluna, a menos que b ja esteja nesse espago:

1 01
0 0 1

(espago-coluna maior)

A b]|=
[ ) (nenhuma solugdo para Ax = b).

1 01 (b ja no espaco-coluna)
0 11 (Ax = b tem uma solug¢@o).
23. Espago-coluna = R3. Cada b é uma combinagio de colunas, desde que Ax = b seja soluvel.

26. O espaco-colunade A4 € o eixo x = todos os vetores (x, 0, 0). O espago-coluna de B é o plano
x-y = todos os vetores (x, y, 0). O espago-coluna C ¢ a linha de vetores (x, 2x, 0).

29. R?contém vetores com dois componentes — eles ndo pertencem a R3.

1 1
30. A=|1 O
0 1

S o O

1 1 2 1 20
ou|l O 1|; A=|2 4 0] (colunasna linha I).
01 1 3 60

Conjunto de problemas 2.2
1. c=7permiteu = 1,v =1, w = 0. O espago-coluna ¢ um plano.

010
00 00
0, 0), (0,0, 1,0), e (0,3, 0, 1). Consistente quando »* = 2b,. Solugdo completa (0, b,, 0, 0)
mais qualquer combinagdo de solugdes especiais.

; variaveis livres x,, x,, x,; solugdes especiais (1, 0,

2. A forma escalonada U = l

3. x+y+z=1,x+y+z=0. Alterandol para 0, (x, y,z) = c(-1, 1,0) + d(-1, 0, 1).

u —2u-3 -2 -3
4. |v|= v =v| 1|+| O0]; sem solugdo!
w 2 0 2
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. —F
Uma matriz de espago nulo N = \ J énporn—r.

-2 2

1 2 0 -2
(@) x=x, (1) +x,| ) , para qualquer x,, x,. R de linhas reduzidas = |0 0 1 2.
000 O
0 |
a—3b -2 2
~ 0 1 0
(b) Solugdo completa x = b +x, 0 +x, 5 | Para qualquer x,, x,.
0 0 1
1 1]|x 1 . , ~ ~
il 1510 tem espaco nulo = linha através de (—1, 1), mas néo tem solucdo. Qual-
2
quer b = ¢ | tem muitas solugdes particulares para Ax, = b.
C
1 111 (1)(1)(1)(1) 1 -1 1 -1 (a) r=1.
R:OOOO;R:OOOO;R:O 00 O (b) r=2.
00 00 00 0 0 0 00 0] ()r=1.

(") (wz") = u(v"'w)z" tem posto 1, a menos que viw = 0.
Obtemos AB = I, que tem posto n. Entdo, o posto (4B) < posto (A4) forca o posto (4) = n.
Se R = EA e o mesmo R = E'B, entdo B = (E") 'EA. (Para obter B, reduza 4 para R e,

entdo, inverta os passos de volta para B.) B ¢ uma matriz invertivel multiplicada por 4,
quando compartilham do mesmo R.

As 7 colunas pivos de A formam uma submatriz m por 7 de posto 7, de modo que a matriz 4"
tenha 7 linhas pivos independentes, fornecendo uma submatriz invertivel » por r de 4. (As
linhas pivds de 4™ e 4 sdo as mesmas, visto que a eliminagdo € realizada na mesma ordem —
nos simplesmente ndo localizamos em A” as colunas “livres” dos zeros que aparecem para 4.)

Penso que ¢ verdade.

S
As solugdes especiais sdo as colunas de N = . 0 e N=|0 =2/
0 1 0 1

Como R comega com r linhas independentes, RT comega com r colunas independentes (e,

entdo, zeros). Entdo, sua forma reduzida escalonada ¢é quando / ¢ r por r.

0 0
1 1 2 2
Sec=1,R=|0 0 0 Oftemux,,x,,x, livres.
00 00O
1 0 2 2
Sec=1,R=|0 1 0 O0ftemx,, x, livres.
00 0O
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-1 -2 =2 -2 =2
~ . 10 0 _ | 0 0
Solugdes especiais em N = 0 L 0 (c=1DeN= ) 0 (c=1.
0 0 1 0 1
0 . 1 -2 .
Sec= l,R—[0 0 tem x, hvre;sec:2,R:[0 0 temx, livre; R=1,sec=1,2.

. 1
Solugdes especiais em N = { 0 (¢ =2) ou N = 2 por matriz vazia 0.

(c=1) ou N—ﬁ

5b, —2b
34. (a) Solavelse b, =2b,e3b, —3b,+ b, =0.Entdo, x = bl 2b3 (sem variaveis livres).
374
(b) Soluvel se b, =2b, e 3b,—3b, + b, =0.
5b, — 2b, -1
Entdo, x =| b, —2b, |+ x; |—1].
0 1
5 3 1/2 -3 0
_ 0 1 0
36. xcompleto = 0|+ X, 1 2 xcompleto = 1/2 + X, 0 + Xy 2
1
0 0 1
X
37. Multiplique X, por 2, mesmo x, ; ; ¢ | 7|, solucdes especiais também incluem as co-
p

39.
41.

43.
44.

47.

50.

lunas de

; x_e as solugdes especiais ndo sdo alteradas.
07

Um sistema 1 por 3 tem pelo menos duas variaveis livres.

(a) A solugdo particular X, ¢ sempre multiplicada por 1.
(b) Qualquer solugdo pode ser X,

(c) ; g Y= 2 - Entdo, i é menor (comprimento +/2) do que g] (d) A solugdo
“homogénea” no espago nulo ¢ x, = 0 quando A4 ¢ inversivel.

(a) r < m, sempre r < n. b)r=m,r <n. ©r<m,r=n. (dr=m=n.
Para A, g = 3 fornece posto 1, todos os outros g fornecem posto 2. Para B, ¢ = 6 fornece

posto 1, todos os outros gs fornecem posto 2.

11
A=|0 2|; B ndo pode existir, pois duas equagdes em trés incognitas ndo podem ter
0 3

solucdo
1 0 00 0 1 0 0 —1

R=/0 0 1 0fex =|1|; [0 0 1 2 |: nenhuma solugdo por causa da linha 3.
0 0 0O 0 0 00 5



52.

53.

54.

57.

58.

60.

62.

63.

67.

69
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01 1 1111 01 10011
U_O 001 111 e R— 0 001 0 1 1| (Rnao seorigina
10000 1 11 1000 0 0 1 1 1 desse U).
000 0O0O0OO 00 0 O0O0O0OTO 0
A tem posto 4 — 1 = 3; a solugdo completa paraAx =0¢éx = (2, 3, 1, 0).
1 0 -2 0
R=|0 1 -3 0| com —2, —3nacoluna livre.
00 01
(a) Falso. (b) Verdadeiro. (c) Verdadeiro (somente 7 colunas).

(d) Verdadeiro (somente m linhas).

A coluna 5 certamente ndo tem pivd, pois € uma combinagdo das colunas anteriores, € x,
esta livre. Com quatro pivOs nas outras colunas, a solugdo especial ¢ (1,0, 1,0, 1). O espago
nulo contém todos os multiplos de (1, 0, 1, 0, 1) (uma reta em R5).

Se a coluna 1 = coluna 5, entdo x, € uma variavel livre. Sua solugdo especial ¢ (-1, 0, 0, 0, 1).

0 1
A= .
0 0
R tem mais probabilidade de ser /; R tem mais probabilidade de ser / com a quarta linha

de zeros.

Qualquer linha nula vem depois destas linhas: R=[1 -2 —3], R= [(1) (1) 8}, R=1
1 0 0 —4

A=|0 1 0 -=3|.
0 01 -2

Essa construcao € impossivel: duas colunas pivos, duas variaveis livres, somente trés colunas.

Conjunto de problemas 2.3

2.

3.

Se a = 0, entdo a coluna 1 = 0; se d = 0, entdo b(coluna 1) — a(coluna 2) = 0; se f = 0,
entdo todas as colunas acabam em zero (e sdo perpendiculares a (0, 0, 1), todas no plano xy
devem ser dependentes).

1 23] [1 2 3
@[3 1 2/=[0 -5 —7
2 3 1] |0 -1 =5

1 2 3 . ) )
~lo —s _q invertivel = colunas independentes
0 0 —18/5 (poderia ter utilizado linhas).
L Lz . ! 0 colunas se somam a 0
© 7; _31 21 - g Z) 72) 4 i + 8 > (poderia utilizar linhas).

S O =
O = =

1
1| |¢c, | =0 fornece c; = c, = ¢, = 0. Mas v, + v, —4v, + v, = 0 (dependente).
1
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A'soma v, — v, + v, = 0, porque (w, — w,;) — (w, —w,) + (W, —w,) = 0.

. (a) Os quatro vetores sao as colunas de uma matriz 3 por 4 4 com pelo menos uma variavel

livre, entdo Ax = 0. (b) Dependente se [v, v,] tiver posto 0 ou 1. (¢) Ov, + ¢ (0,
0, 0) = 0 tem uma solu¢ao nao nula (tome qualquer ¢ = 0).
v=1@W+w+I@-wyew=1(+w -1 (v—w).Os dois pares geram o mesmo
espaco. Sdo uma base quando v e w sdo independentes.

Se a eliminagdo gera uma ou mais linhas nulas, as linhas de 4 sdo linearmente dependentes;

1 1 0 0 1 1 0 0

por exemplo, no problema 16 1010 — 0 -1 10
0 0 1 1 0 0 1 1

01 01 0 0 1 1

1 1 0 0

0 -1 10

H .
0 0 1 1
0 0 0 O

Todas as dimensoes sdo 2. Os espagos-linha de 4 e U sdo os mesmos.
(a) Linha em R, (b) Plano em R3. (c) Plano em R3. (d) Todos de R3.

Os vetores independentes n geram um espaco de dimensao #. Eles sdo uma base para este
espaco. Se forem as colunas de 4, entdo m ndo é nada menos que n (m > n).

Colunas independentes = posto n. As colunas abrangem R" = posto m. As colunas sdo a
base para R” = posto = m = n.

As colunas 1 e 2 sdo bases para os espagos-coluna (diferentes) de 4 e Uj as linhas 1 e 2 s@o
bases para os espagos-linha (iguais); (1, —1, 1) € uma base para os espacos nulos (iguais).
C(U): quaisquer bases para R%; N(U): (linha 1 € linha 2) ou (linha 1 e linha 1 + linha 2).

(a) A unica solucao ¢ x = 0, porque as colunas sdo independentes. (b) Ax = b € soluvel
porque as colunas geram R.

Sejav, =(1,0,0,0),...,v,=(0,0,0, 1) os vetores de coordenada. Se W for a linha através
de (1, 2, 3, 4), nenhum dos vs estardo em W.

(a) Se ndo fosse uma base, poderiamos somar mais vetores independentes, que ndo exce-
deriam a k dimensao fornecida. (b) Se nao fosse uma base, poderiamos apagar alguns
vetores, deixando menos que a dimensdo fornecida .

posto (4) =2sec = 0ed=2;posto (B) =2, exceto quando ¢ = d ou ¢ = —d.
(a) Falso, ndo deve haver nenhuma solugdo.  (b) Verdadeiro, 7 vetores em R sdo dependentes.

1 00 0 00 000
(@ |0 0 O0f, |0 1 Of, |0 0 Of.
0 0 0 0 00 0 0 1
010 0 0 1 000
(b) Some|1 0 Of, [0 O O, [0 O 1].
0 00 1 00 010
010 0 0 1 0 00
©|—-1 0 0f, 0 0 Of, |0 0 1]sd3o0umabase paratodasasA4=—A".
0 00 -1 0 0 0 -1 0
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y(0) = 0 exige que 4 + B + C = 0. Uma base é cos x — cos 2x € cos x — c0s 3x.

1 1 1 1 1 1
1 =1 — 1)+ 1 + 1|—-11
1 1 1 1 1 1

Verifique o elemento (1, 1), entdo (3, 2), entdo (3, 3), entdo (1, 2) para demonstrar que
esses Ps sdo independentes. Quatro condi¢des nos nove elementos tornam todas as somas
de linhas e colunas iguais: soma de linha 1 = soma de linha 2 = soma de linha 3 = soma
de coluna 1 = soma de coluna 2 (= soma de coluna 3 é automatica por causa da soma de
todas as linhas = soma de todas as colunas).

¥,(x), ¥,(x), y5(x) pode ser x, 2x, 3x (dim 1) ou x, 2x, x* (dim 2) ou x, x?, x* (dim 3).

Se amatriz 5 por 5[4 b] for inversivel, b ndo serd uma combinagdo das colunas de 4. Se
[4 D] for singular e A4 tiver colunas independentes, b serd uma combinagdo dessas colunas.

Conjunto de problemas 2.4

2.

11.
12.
14.
16.

18.

20.

21.
23.

CA):r=2,(1,0,1)(0,1,0); N():n-r=2,(2,-1,1,0),(-1,0,0, 1);
CA™: r=2,(1,2,0,1),(0,1,1,0; NUA:m—r=1,(-1,0,1);
C(U):(1,0,0),(0,1,0); N(U):(2,-1,1,0),(-1,0,0,0);
C(U"):(1,2,0,1),(0,1,1,0); N(4™: (0,0, 1).

. A multiplicada por cada coluna de B ¢ igual a zero, portanto, C(B) esta contido no espago

nulo N(A).

. Falso, somente sabemos que as dimensdes sdo iguais. O espago nulo esquerdo tem uma

dim = m — r menor.

. Com colunas independentes: posto n; espago nulo = {0}; o espaco-linha ¢ R”; inversa a

esquerda.

A=[1 1 0];B=[0 0 1].

A partir de Ax = 0, 0 espago-linha e o espago nulo devem ser ortogonais. Veja o Capitulo 3.
d = bc/a; 0 Unico pivd € a.

Se Ax = 0 tem uma solugdo ndo nula, entdo r < n e C(4") é menor que R". Portanto,
ATy = fndo € soluvel para algumas f. Exemplo: 4 =[1 1]ef=(1,2).

1 2 4
[T 2 4];]2 4 8| tem o mesmo espaco nulo.
3 6 12
A inversa A: base do espago-linha = base do espago-coluna = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1);

as bases do espaco nulo e do espaco nulo esquerdo sdo vazias. B: base do espago-linha
(1,0,0,1,0,0),(0,1,0,0,1,0),e(0,0,1,0,0, 1); base do espago-coluna (1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1); base do espago nulo (-1, 0,0, 1, 0, 0), (0,-1,0,0, 1,0),e (0,0,-1,0, 0, 1); a base
do espaco nulo esquerdo ¢ vazia.

Nao — por exemplo, todas as matrizes inversas n por n t€m os mesmos quatro subespagos.

(a) Nenhuma solugdo significa que » < m. Sempre » < n. Nao se pode comparar m e n.
(b) Se m — r > 0, 0 espago nulo de AT contém um vetor diferente de zero.
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(b) Impossivel: dimensdes 1 +1=3. (¢)[1 1].

- o O

1
(@)1
0

-9
3

Entiom —r=n—r.

(d)

B ) ] (e) Impossivel: espago-linha = o espago-coluna exige m = n.

(a) Os mesmos espago-linha e espago nulo. Portanto, o posto (dimensao do espago-linha) é
omesmo. (b) Os mesmos espago-coluna e espaco nulo esquerdo a esquerda. O mesmo
posto (dimensdo do espago-coluna).

A base do espacgo-linha (1, 2, 3, 4), (0, 1, 2, 3), (0, 0, 1, 2); base do espago nulo (0, 1,2, 1);
base do espaco-coluna (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1); o espago nulo a esquerda tem base vazia.

A linha 3 — 2 (linha 2) + linha 1 = linha zero, entdo os vetores c(1, —2, 1) estdo no espago
nulo a esquerda. Os mesmos vetores estdo no espaco nulo.

(a) Verdadeiro (mesmo posto).  (b) Falso (4 =[10]). (c) Falso (4 pode ser inversa e
também nao simétrica).  (d) Verdadeiro.

Se Av = 0 e v é uma linha de 4, entdo v - v = 0. Somente v = 0 estd em ambos 0s espacos.

(a) u e w abrangem C(4). (b) v e z abrangem C(4T).  (c) posto < 2 se u e w forem
dependentes ou v e z forem dependentes.  (d) O posto de uvT + wzT & 2,

Posto » = n significa que o espago nulo = vetor nulo e xn = 0.

a,=la,=0,a,=1,a,=0,a,,=1,a,,=0,a,;,=1,a,; =0, a,, = 1 (ndo exclusivo).

Conjunto de problemas 2.5

2.

6.

10.

11.

1 -1 0 1 1
A=|0 1 —1|; N(A) contém multiplos de |1|; N(4") contém multiplos de | 1].
1 0 -1 1 -1

As condi¢des em b sdo b, + b, —b,=0,b, = b, + b, =0,b, = b, + b, = 0.

3 —1 —1 —=1] |¢ te¢, +e —C —c, —C5
-1 3 -1 -1 - ¢ +c¢+cy —Cy =7
-1 -1 3 =1/ —c, —c, c, +c;+c —c,
-1 -1 -1 3 —c, —c, —c, ¢, +est¢

Estes c¢s que se conectam ao nd j aparecerdo na linha j.

Os valores elementos em cada linha se somam a zero. Portanto, qualquer combinagéo
tera essa mesma propriedade: f, + f, + £, = 0; ATy = f=y, + v, =f, v, + ¥, = f»
v, — ¥y =1, = f, + 1, + f, = 0. Isso significa que a corrente total que vem de fora ¢ zero.

¢, tc —C —c
173 1 3 ¢ +e  —¢ o cc, +ec, o,
—C c, +c —C ; tem p1vos ¢, + ¢ .
1 1 2 2 > 1 30
- ¢+, ¢ +c
—C, —C, ¢, +¢

9 nds — 12 arestas + 4 ciclos = 1; 7 nds — 12 arestas + 6 ciclos = 1.
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I 0 0 0 -1 1 0]xn 0

0 L 0 0 —-10 1[(»n 0 4 -1
0 0 L 0o 0o 1 0]» 0 s 4
0 0 0 1 0 0 —1][¥|=]0w= _iLy=|5
1 =10 0 0 0 0]|x J; N 5
1 0 1 0 0 0 0]|x, 5 3
0 1 0 -1 0 0 0]|x /5

!
H4 20 escolhas de 3 arestas de 6, porque “6 escolhem 3” = % = 20. Quatro escolhas

resultam em tridngulos, deixando 16 arvores geradoras.

x=(1, 1,1, 1) fornece Ax = 0; entdo AT Ax = 0; o posto é novamente n — 1.

01 11
1 01 1
M=11 10 1]°
1 110
322 2 (Mz),] =ay4; T ta,a,
M2 — 2 3 2 2 e obtemos a,a, = 1 quando hd um caminho de
2232 duas etapas i para k para.
2223 Observe trés caminhos de um né para ele mesmo.
Creio que ja esta integrado.

Conjunto de problemas 2.6

1.

e' e e s30 uma base para as solugdes de u” = u.

00 20

Segunda 000 6
matriz 000 o O espaco nulo ¢ gerado por (1, 0, 0,0) e (0, 1, 0, 0), que forne-

derivada 000 0

ce a P, linear. As segundas derivadas de fungdes lineares sdo zero. O espago-coluna €, aci-
dentalmente, 0 mesmo que o espago nulo, pois as segundas derivadas de volumes ctbicos
sdo lineares.

6. ||4x||> = 1 sempre produz uma elipse.
cosf) —senf||cosf —send 1
. = doH?*=1.
7 senf cosf||senfd  cosf 0 10 entao
9. Rotacao 0 -l ; 00 .
0 0|0 O

12.

13.
16.
17.

Transformam-se em (1, 3), (2, 6), (—1, —3). O eixo de x gira; as linhas verticais se deslocam
para cima/para baixo, mas permanecem verticais.

(a) Sim.  (b) Sim. Nao precisamos de parénteses (4B)C ou A(BC) para ABC!
S(T (v)) =8SW) =v.
(b) e (c) sao lineares, (a) ndo atinge 7 (2v) = 2T (v), (d) ndo atinge T (v +w) =T (v) + T (w).
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1000 e A> = I; a transposta dupla de uma
4= 0 0 1 O| matriz resulta na propria matriz.
01 00 Observe que 4,; = 1, porque a transposta
0 0 01 da matriz 2 ¢ a matriz 3.
Com w = 0, a linearidade fornece T (v + 0) = T (v) + T (0). Com isso, T (0) = 0. Com

¢ = —1, a linearidade fornece 7 (—0) = —7 (0). Certamente, 7 (—0) = T (0). Com isso,
70)=0.

(a) ¢ uma inversa com 7" '(y) = y'3; (c) € uma inversa com T"'(y) = y — 11.

0 0O 0 00O

0100 1 00

A= OO0 s o0 1 0 ug=0 L OO mito 1 0l

010 00 01 001 0 0 0 1
00 1 000 1
T(T (v)) = (v5, v, vy T°(v) = v; T'(v) = T(TP(v)) = T(v).

() T(1,0)=0. (b)(0,0,1)ndo esta no intervalo.  (c) 7(0, 1) = 0.
0 0 0

1 0 00

tem dimensdo 4. As transformagdes lineares nesse espaco devem provir das matrizes 4 por
4 (16 parametros). Essas multiplicagdes por 4 nos problemas 31 e 32 eram transformagdes
especiais com apenas 4 parametros.

0 b
T()=0,mas M = 0 0 J

Alei associativa fornece 4 (M, + M,); = AM| + AM,. A lei distributiva sobre os cs fornece
A(cM) = c(AM).
A matriz de Hadamard H possui colunas ortogonais de comprimento 2. Portanto, a inversa
de Hé H'/4A = H/A.
1 a a*l|[4 4
1 b b?||B|=|5|;odeterminante de Vanderm onde = (b — a)(c — a)(c — b); os pon-
1 ¢ 2||C 6
tos a, b, ¢ devem ser diferentes e, por isso, o determinante = 0 (a interpolagdo ¢ possivel).

Nenhuma matriz 4 fornece 4 . Para os professores: o espago na matriz

. a ,
= T(M); estes preenchem o intervalo. M = no nucleo.

Reordene a base por meio da matriz de permutagdo; mude os comprimentos moédulos com
a matriz diagonal positiva.

S(T(v)) =(-1,2)mas S(v) = (=2, 1) e T(S(v)) = (1, —2). Portanto, 7S = ST.
-1

b
@m=|"" by N=1° (¢) ad = be.
t c d
Se T'ndo ¢ uma invertivel, entdo 7' (v,), ..., T (v,) ndo serd uma base. Com isso, ndo pode-

riamos escolher w;, = T'(v,) como base de resultados.

Falso: os vetores n ndo nulos teriam que ser independentes.

Conjunto de problemas 3.1

1.
2.

v, € v, sdo ortogonais, assim como v, € v;.

x=(2,1,0);y=(-1,—-1, 1); alinhaz = (1, 2, 1) é ortogonal ao espago nulo.



10.

14.
16.

19.
20.
21.
25.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

36.

39.
40.
43.
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. (x,/x))(y,/y,) = —1 significa que x,y, + x,y, = 0, portanto, x"y = 0.
xl =21

. (a) Se V e W sdo linhas em R3, V! e W+ so planos de intersec¢io. (b) V.

y|=3v2;xTy = 0.

113
01 2

(1,2,-1) é perpendiculara P. 4 = [
-linha = P.
O complemento ortogonal ¢ a linha reta que passa por (-1, —1, 1) e (0, 0, 0).

tem N(4A)=P;B=[1 2 —1]tem espago-

A figura divide qualquer y em R™ na parte do espago-coluna + parte do espago nulo a es-
querda.

Se ATy = 0, entdo y'b = y" Ax = (yTA)x = 0, que contradiz y'h = 0.

A matriz com a base para V como suas linhas. Entdo, o espago nulo ¢ V1 = W.

Nenhuma matriz desse tipo, porque (1, 2, 1)7(1, -2, 1) = 0.

(a) Se Ax = b tem uma solugdo € ATy = 0, entdo by = (4x)Ty = 0.

(b) b ndo se encontra no espaco-coluna; portanto, ndao ¢ perpendicular a todos os y no es-
pago nulo a esquerda.

x =x, + x, em que x_estd no espago linha e x_estd no espago nulo. Entdo, Ax, = 0 e
Ax = Ax, + Ax, = Ax,. Todos os vetores Ax sdo combinagdes de colunas de 4. Se x = (1,
0), entdo x = (1/2, 172).

; ; tem subespagos = quatro linhas; (1, 1) ortogonal a (—1, 1), (1, 2) ortogonal a
(2, 1). Sempre espago-linha L espago nulo.

x divide-se em x, +x = (1,—1) + (1, 1) = (2, 0).

A:

1 2 -3 2 1 1
(@] 2 -3 1|. (b)|—3]| ndoéortogonala |1|. (c)|1]| em C(A4)
-3 5 =2 5 1 1
! 1 -1
e | 0] em N(4") é impossivel: ndo é perpendicular. (d) 4 = { | tem 42 = 0.
0

(e) (1,1, 1) estara no espago nulo e no espago-linha; nenhuma matriz desse tipo.

(a) Para uma matriz simétrica, o espago-coluna e o espago-linha sdo os mesmos.

(b) x esta no espago nulo e z estd no espago-coluna = espago-linha: entdo, esses “autove-
tores” tém x'z = 0.

Ax = Bx significa que [4 B] = 0. Trés equagdes homogéneas em quatro incognitas

X
—X
sempre tém uma solug¢do ndo nula. Aqui, x = (3, 1) e X = (1, 0), e Ax = Bx = (5, 6, 5) esta
em ambos os espagos-coluna. Dois planos em R? (passando por zero) devem se encon-
trar em, pelo menos, uma reta!

1 5

s 9 9 . Portanto, S* é um subespago mesmo que S ndo seja.

St éoespagonulode 4 =

(1,1, 1, 1) é uma base para P. 4 =[1 1 1 1] tem o plano P como seu espago nulo.
Se V ¢ totalmente de R*, entdo V' contém somente o vefor nulo. Entdo, (V1): = R*=V.
A"y = 0 fornece (4x)"y = x"A4Ty = 0. Entdo, y | Ax e N(A") L C(A).
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46.

47.
50.

52.

Algebra linear e suas aplicacdes

2 2 -1
A=|-1 2 2|,
2 -1 2

ATA = 91 é diagonal: (ATA)ij = (coluna i de 4) - (coluna ).
Coluna 1 de 47! é ortogonal ao espago gerado pela 22, ..., n-ésimas linhas de 4.

(a) (1,1, 0) esta nos dois planos. Os vetores normais sao perpendiculares, os planos ainda
se intersectam!  (b) Sdo necessarios #és vetores ortogonais para atravessar todo o com-
plemento ortogonal em R>.  (c) As linhas podem se encontrar sem ser ortogonais.

Quando 4B = 0, o espago-coluna de B esta contido no espago nulo de 4. Portanto, a dimen-
sdo de C(B) < dimensao de N(A4). Isso significa que o posto (B) < 4 — posto (4).

Conjunto de problemas 3.2

1.

(a) (x + y)2 > Jxy (média aritmética > média aritmética de x e y).
(6) [lx + y[I* < (I|x[| + |lvl)? significa que (x + »)"(x + ) < [x|* + 2[[x[[[[¥]| + [ly[|*
O lado esquerdo € xTx + 2xTy + yTy. Apos o cancelamento, este € xTy < ||x]| [[y|].

5 p2_ aa"aa"  a(aTa)a  aa"
) ataa’a (aTa)(a"a) a'a
3. Escolha b = (1, ..., 1); igualdade se a; = --- = a, (entdo, a € paralelo a b).
13 9 3
TR o 0 1 0 0 0
5. @P=| JiRh=1-R=| T VL OR+R=|  LEBR=| (|
10 10 10 10

A soma de projecdes em duas linhas particulares fornece o proprio vetor. A projecdo em
uma linha e, em seguida, em uma linha perpendicular fornece o vetor nulo.

a.a aa aTa
8. T =11 .y 22
0=y ot a’a a"a
10. cos® = 1/</n, entdo 6 = arcos (1/~/n);
: 1
P=|:|[l/n 1/n ] = todos os valores elementos —.
) n
1. p=(10/3, 10/3, 10/3); (5/9, 10/9, 10/9).
14. ||4x||> = (4x)T(Ax) = x AT Ax, ||A™x||*> = (A™%)T(ATx) = xAAx. Se ATA = AA", entdo
||4x|| = ||A%x||. (Essas matrizes sdo chamadas de normais.)
19. (a) a"b/a"a = 5/3; p =(5/3,5/3,5/3); e = (-2/3,1/3, 1/3) tem e"a = 0.
(b) ab/a'a=-1;p=(1,3,1)=bee=(0,0,0).
1 111 1 5 | 1 3 1 1
20.R=21 1 1|=P ¢Pb=2|5. =13 9 3| chb=|3
I 11 5 1 3 1 1
-2 -2 442
2 R=5|-2 4 4 R=5| 4 4 -2
2 4 4 —2 -2 1

P, P, = matriz nula, porque a, L a,.
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Como 4 ¢ invertivel, P = A(ATA) AT = AA7' (A7) 'A" = I projeta-se completamente
em R2.

fre2 2 (44 2) (42 4
CRHP R =5 -2 4 4l4ol 4 4 204002 1 2=
2 4 4 -2 -2 1 4 -2 4

Conjunto de problemas 3.3

—
.

© % moa

12.

13.

17.

19.

20.

21.

25.
27.

28.

=<
Il

2
3
;b—p= % ¢ perpendicular as duas colunas.
2
3

u
=
I

Wl Wl v

b=4,5,9emt=-1,0, 1; amelhorreta é 6 + (52)t; p = (72, 6, 17/2).
X =2; E? = (10 — 3x)* + (5 — 4x)? ¢ minimizado; (4, —3)"(3,4) = 0.

. H>=({—2P)>=1—4P + 4P?> = [ - 4P + 4P = . Duas reflexdes fornecem 1.
. A melhor reta 6135 — (36/35)1; p — (133/35, 9535, 61/35, —~11/35) de C + Dr.
10.

(a) PT= (P'P)T = P. Entdo, P= P"P = P2.  (b) P projeta-se no espago Z = {0}.

1 1/2 0
P=AATA) A" =|1/2 1/2 —-1/2]|
0 —1/2 1
- PO 172 =172
Proje¢do em x + y = 0 = projecdoem (—1, 1) = [_1/2 1/2}.
P+ Q=1 PO =0, transpoe-se para QP = 0, entdo (P— Q)(P—Q)=P-0-0+ Q=1
T _,T 2 T}
A melhor reta é a;al alTaz )fl = alT (X = 2].
—a, a, a,a, | |x, —a,b 1

C=A"4)y'A"h, A" =[1---11,b=(y,, ..., »,)", entdo
ATh  y ey,

C:
AT A m
I -1 1 2
C
A:1 0 0 ; x=|D|; b= 0
1 11 P -3
1 2 4 =5

A matriz de proje¢do para o espago-linha seria AT(447) !4, se as linhas fossem independentes.
(x—x)(x—x)T=(4T4A)"AT[(b — Ax)(b — Ax)"]A(A"A)™". Para erros independentes, subs-
tituindo (b — Ax) (b — Ax)" = o I fornece a matriz de covariacdo (ATA)'AT0?4(ATA)™.
Isso ¢ simplificado para 0%(474)™': formula perfeita para a matriz de covariagdo.

(@) a'a = m, a"b = b' + --- + b . Portanto, X ¢ a média dos bs.  (b) A variagdo ¢
lelP =X (b, =), (©p=3.3,3),e=(2-13),ple=0.

P =

W | —
—_—
—_—
—_—
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30.

32.

34.

38.

40.

41.

Algebra linear e suas aplicacdes

1 9 . 1
Eblo +ﬁx9 = m(bl +otby).
oy MR,
w= > >
10 0 1
1 1]|C 8 . 5| .
1 3 [D]— 8.Mude01ad0d1reltoparap— 3= resolve Ax = p.
1 4 20 17
1
SRERE
Parabola mais préoxima: D| =
1 3 9 z 8
1 4 16 20
4 8 261|C| |36
ATAx=|8 26 92 ||D|=|112|.

26 92 338 | E 400

(a) Amelhor reta éx = 1 + 4¢, que atravessa o ponto central (, 1;) =(2,9).
(b) A partir da primeira equagdo: Cm + DX.t, = 2.b,. Divida por m para obter C + Di = b.

X, = (1721, 4/7); A%, = (1/21, 13/21, 25/21),
b—Ax,=(—-1/21, 8/21, —=4/21), (AX,)W'W(b — A%,) = 0.

Conjunto de problemas 3.4

2.

12.
13.

@4=C-2D,3=C—-D,-1=C+ D,0=C+2D. (b) A melhor linha reta
—2 + t passa pelos 4 pontos; E> = 0.  (c) b esta no espago-coluna.

= = = |~

(= 2™ (I~ 2uu™) = I — dunt” + 4w " =T, Q = |

= = = |~

R—= = = =
D= = = =

Projecéo sobre a,: (—2/3, 1/3, —2/3); a soma ¢ o proprio b; observe que a,a], a,a,, a,a;
sdo projegdes para trés diregdes ortogonais. Sua soma € a projecao para o espago integral e
deve ser a identidade.

Q ¢ triangular superior: a coluna 1 tem ¢,, = £1; pela ortogonalidade a coluna 2 deve ser
(0, £1, 0, ...); pela ortogonalidade a coluna 3 ¢ (0, 0, &1, ...); e assim por diante.

0 01 0 0 1|1 1 1
A=]0 1 1{=|0 1 0|0 1 1|=0R
1 11 1 0 0]|0 01

(xlql + .. +ann)T(xlql + .- +ann) :x12+ +x3:> ||b||2:bTb:x12 + ... +x3

A combinagdo mais proxima a g, ¢ Og, + 0g,.
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1/3 2/3 -2/3
16. q, =| 2/3|,q,=|1/3|,q;=| 2/3] estano espago nulo a esquerda;
—-2/3 2/3 1/3
s |0l _[1
q,b 2]

17. Pela ortogonalidade, as fun¢des mais proximas sdo 0 sen 2x =0¢e 0 + Ox = 0.
18. A reta mais proxima é y = 1/3 (horizontal, desde que (x, x?) = 0).

5/3

5/9
0 .

0

ex =

3
23. Rx = Q7b fornece 0

30,

x =
V2
25. C*—(q;C*) g, é c—(g]c) g, — (g,¢) g, porque q; g, = 0.
26. a,=1/2,a,=0,b, =2/
28. (a) Verdadeiro.  (b) Verdadeiro. Ox = x,q, + x,q,. || Ox||* = x] + x porque ¢q, = 0.
30. (1/V2, —1/3/2, 0, 0), (1/-/6, 1/6, 2/V6, 0),

(—1/243, —1/24/3, 11243, —1/4/3).

32.4=a=(1,-1,0,0;B=b—p=(1, L -1,0),C=c—p,—p, =(1 1, L 1)

Observe o padrao nesses vetores ortogonais 4, B, C. Em seguida, (1, 1, 1, 1)/4.

Conjunto de problemas 3.5
3. c=(1,0,1,0).

1 1 2 2
0 Cow= 11 "— |0 0
4.C:1 - 'P =10 _>;//: 0 _>y:2
impar
0 0 0 0

5. (a)y = Fvezes (1,0,0,0) = coluna zeronulade F = (1, 1, 1, 1).
®c=(,1,1,1)A.

8. A submatriz € F.

9. co=fy + 1, L+ )3, ¢, =y~ if,—f+if)/A c,=(fy,— 1, + 1/, /)3,
cy = (fy +if, —f,—if;)/4 fimpar significa f, = 0, f, = 0, f; = —f,. Entdo, ¢, = 0,
¢, =0, ¢; = —¢,, portanto, ¢ também ¢ impar.

4 0 0 0 16 0 0 0
00 0 4 0 16 0 0
. F? = F4 = =42].
10 00 4 0 0 0 16 0
0 400 0 0 0 16
1 1 1 1 1
1 11 2 1 1 1 1
-1 _ - - _ _pH
12. /7 = 1 2 1 1|21 -1 4F'
1 1 2 —i i

13. e = —1, pois x = 2k + 1), € = i, pois § = 2kr + /2, k € um niimero inteiro.
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18.

19.

22,

Algebra linear e suas aplicacdes

Autovalores e, =2—-1-1=0,e, =2—i—i’=2,e,=2- (1)~ (1) =4,e, =2 i —
—i%=2. Verifique o trago 0 + 2 + 4 + 2 = 8.

1 1 1 1
D= eZ7r/6 e F3 =11 e2m'/3 e471'i/3 .
e47ri/6 1 e47ri/3 eZm’/3

A = diag(1, i, % i%); P =

—_ o O
[

0
1| ePTlevama N —1=0.
0

Conjunto de problemas 4.2

1.

N SN N

10.

13.
14.

15.

17.

20.

24,
27.
28.
29.
31.

As operagdes da linha deixam det 4 inalterado pela Regra 5. Entdo, a multiplicagdo de uma
linha por —1 (Regra 3) fornece a regra de alterag@o de linha: det B = —det 4.

. det (24) =8edet (-4) = (-1)*det 4 = L e det (4%) = ; edet (47") = 2.
. det 4 = 0 (singular); detU = 16; det UT = 16; detU ! = 1/16; det M = 16 (2 alteragdes).
. O novo determinante é (1 — mf) (ad — bc).

. Para a primeira matriz, duas alteragdes de linha produzirdo a matriz identidade. A segunda

matriz precisa de trés alteracdes de linha para chegar a /.

Se |det Q| néo for 1, entdo det Q" = (det Q)" iria ser detonado se se expandisse ou se apro-
ximasse de zero. Mas Q" permanece uma matriz ortogonal. Entdo, det O deve ser 1 ou —1.

det(A):1O,det(A*1):%,det(A—)\I):/\2—7)\+lOzOparaAzSeAzZ.

Somar cada coluna de 4 a primeira coluna torna-a uma coluna nula, entdo det 4 = 0. Se

cada linha de 4 se somar a 1, entdo cada linha de 4 —  soma-se a 0 e det (4 — /) = 0. Mas
3
1

temdet(4—/1) =0, masdet4 =0 = 1.

det A ndo precisa ser 1: 4 = [

W= D=

2

(a) Regra 3 (fatorar —1 de cada linha) fornece det (KT) = (=1)? det K. Entdo, —det K = det
KT = det K fornece det K = 0.

0 0 01

(b) 0 0 10 tem det = 1.
0 -1 0 0
-1 0 0 0

A obtencdo de determinantes fornece (det C) (det D) = (—1)"(det D) (det C). Para n, até o
raciocinio falha (porque (—1)" = +1) e a conclusao esta errada.

d —b

_ _ ad — bc 1
det (A7) = det ad—cbc “ a ik (ad — bc)? ~ad—bc

ad —bc ad —bc

Linha 3 — linha 2 = linha 2 — linha 1, portanto, 4 ¢ singular.
det (L) = 1, det (U) = =6, det (4) = =6, det (U'L™") = —, e det (U™'L7'4) = 1.
Determinante = 36 e determinante = 5.
A é retangular, portanto, det (474) = (det A™) (det A): estes ndo sdo definidos.
Os maiores determinantes de matrizes 0—1 paran =1,2, ...,s80 1, 1,2, 3,5, 9, 32, 56, 144,
320 podem ser encontrados no site <www.mathworld.wolfram.com/HadamardsMaximum-
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35.
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DeterminantProblem.html> e também na On-Line Encyclopedia of IntegerSequences [En-
ciclopédia On-line de Sequéncias de Numeros Inteiros]: <www.research.att.com>. Com
valores —1 e 1, o maior determinante 4 por 4 (consulte Hadamard no indice remissivo) ¢ 16.

det(/+ M) =1+ a+ b+ c+ d. Subtraia a linha 4 das linhas 1, 2 e 3. Em seguida, subtraia
a(linha 1) 4+ b (linha 2) + ¢(linha 3) da linha 4. Isto resultard em uma matriz triangular com
I,1,1el+a+ b+ ¢+ dem sua diagonal.

Os determinantes de Hilbertsdo 1,8 x 1072,4,6 x 10™,1,6 x 1077,3,7 x 10712,5,4 x 10718,
4,8 x 107,2,7 x 10733,9,7 x 107, 2,2 x 1073, Pivos e razdes de determinantes, portan-
to, 0 décimo pivd esta proximo de 10733/1074 = 107'°: muito pequeno.

Conjunto de problemas 4.3

1.

11.

12.

14.

19.

20.
21.

22.
23.

26.

(a) Verdadeiro (regra do produto).  (b) Falso (todos os nimeros 1).
(c)Falso(det[1 1 0;0 1 1;1 0 1]=2).

. Ocofator 1, 1€ F,_,. O cofator 1, 2 tem um valor 1 na coluna 1, com cofator ¥, _,. Multi-

plique por (—1)! *2 ¢ também por —1 para encontrar ¥, = F 4 F,_,. Portanto, os deter-

minantes sdo nimeros de Fibonacci, exceto se F, for o F, _, comum.

. (a) a,,a,,a;,a,, = 1; par, portanto, det 4 = 1.

(b) b3b,,b4,b,, = 18; impar, portanto, det B = —18.

(@) (n— 1n! (cadatermon—1). (b) [1+%+-~-+ (nll)'] nl.

© %(;ﬁ +on—3).

Expansido de cofatores: det = 4(3) — 4(1) + 4(—4) —4(1) = —12.

OAIO—ABAdetIO—lidetO Al
-B I||B I| |0 IV B I| -B I|
AB A 1 0 4
det{ 0 I]—det(AB).TesteA—[l 2],8—[2,det B 1}—5—
det(AB)'A—l B=[1 2], det 0 4 =0 =det (4B)
’ - 29 - ) _B I - - .

Singular: posto (4B) < posto (4) < n <m.
det4=1+ 18 + 12 -9 —4 — 6 = 12, portanto, as linhas sdao independentes; det B = 0,

portanto, as linhas sdo dependentes (linha 1 + linha 2 = linha 3); det C = —1, C tem li-
nhas independentes.

Algum termo a, a,, ... a, na grande formula ndo ¢ zero! Desloque as linhas 1, 2, ..., n
a2p nw

para as linhas «, (3, ..., w. Entdo, esses as ndo nulos estardo na diagonal principal.
Cada um dos seis termos em det 4 é zero; o posto é, no maximo, 2; a coluna 2 ndo tem pivo.

(a) Se a;, = a,, = a;; = 0, entdo quatro termos certamente sdo zeros.

(b) Quinze termos sdo zeros.

41/2 = 12 permutagdes pares; det (/ + P, ) = 16 ou 4 ou 0 (16 se origina de / + /).
a,,a,,0,,a,, tem =, a,,a,,a,,a,, tem +, portanto, det 4 = 0; detB=2-4-4-2—-1-4.4.
1 =48.

B =14, |4, |=@+1D-n=1.
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27. C =

—_— N W

2 1 0 0
4 2| e ACT = 4 0|=41. Consequentemente, 4! = +CT.
23 4

28. Devemos escolher os valores 1 das colunas 2 e 1, das colunas 4 e 3, e assim por diante.
Portanto, n deve ser par para ter det 4, = 0. O nimero de trocas € %n, entdo C = (—1)"2.

31. Alterar 3 para 2 no canto reduz o determinante F,, _ , por 1 vez o cofator dessa entrada.
Esse cofator € o determinante de S, _, (um tamanho menor), que € F, . Portanto, trocar 3

por 2 altera o determinante para F,  , — F, ,que ¢ F, .

32. §,=3,8,=28, 5, =21. Aregra parece com cada segundo niimero na sequéncia de Fibo-
nacci..., 3,5, 8,13,21,34,55, ..., entdo, a hipdtese € S, = 55. Os cinco termos ndo nulos
na grande formula para S, sdo (com valores 3 onde o problema 39 tem valores 2) 81 + 1 —
-9-9-9=755.

36. (a) CadadetL = 1;det U =detd, =2,6,—6parak=1,2,3.

(b) Pivos 5, &, L.
37. Os seis termos sdo corretos. Linha 1 — 2 linha 2 + linha 3 = 0, entdo a matriz ¢ singular.
38. Coma,, = 1, amatriz -1, 2, =1 tem det = 1 e inversa (A’l)l.j =n -+ 1—max(i,)).
40. Os cinco termos diferentes de zero em det 4 = 5 sdo
2)2)2)(2) + CHEDHEDED = EDED@E) = @)@EDED
—@)EDHEDQ).
41. Subtrair 1 do valor elemento 7, n subtrai seu cofator C, do determinante.
Esse cofator € C, = 1 (a menor matriz de Pascal). Subtrair 1 de 1 resulta em 0.

Conjunto de problemas 4.4

20 -10 —12 1 20 —-10 —-12
1. det4=20; CT=| 0 5 0|; ACT = 201; A*‘:—O 0 5 0].
0 0 4 0 0 4

2. (a) A area desse paralelogramo ¢ det

2 2 .
1 3 entdo, o tridngulo 4ABC tem area % 4 =2.
(b) O triangulo A’B’C’ tem a mesma area; ele apenas foi para a origem.

3. Os pivds de 4 sdo 2, 3, 6 dos determinantes 2, 6, 36; os pivos de B sdo 2, 3, 0.
6. (a) P?leva(1,2,3,4,5)para(3,2,5,4,1).
(b) P'leva(1,2,3,4,5)para (3,4, 5,2, 1).
7. (x,y) = (d/(ad — bc), —c/(ad — bc)); (x, y, 2) = (3, —1, =2).
10. As poténcias de P s@o todas matrizes de permutagdo, entdo, eventualmente, uma dessas
matrizes deve ser repetida. Se P” for o mesmo que P, entdo P~ % = [.
14. (a) det4 = 3, det B, = —6, det B, = 3, portanto, x, = —6/3 =2 ex,=3/3 = 1.
(b) [4]|=4,|B,|=3,|B,|=-2,|B,|=1.Entdox, =3 ex,=—Sex,=.
15. Se a primeira coluna em 4 também for o lado direito b, entdo det 4 = det B,. Tanto B, como
B, sdo singulares, desde que uma coluna seja repetida. Consequentemente, x, = |B,|/|4]| = 1
0
ex,=x,=0.

—3 — =2. 3 -0 — 0. 45 i
16. (a) x, = e x, = == nenhuma solugdo  (b) x, = { e x, = {: ndo determinado.
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Se todos os cofatores = 0 (mesmo em uma tinica linha ou coluna), ento, det 4 = 0 (nenhu-

. 1 N . 4 .
ma inversa). 4 = ) ndo tem nenhum cofator zero, mas ndo € uma inversa.

Se det A = 1 e se conhecemos os cofatores, entdo CT = 47!, assim como det 47! = 1. Como
A é ainversa de A, A deve ser a matriz de cofatores para C.

Conhecendo C, o problema 22 fornece det 4 = (det C)»' com n = 4. Entdo, podemos

construir 4! = C"/det 4 usando os cofatores conhecidos. Inverta para encontrar A4.
(a) Cofatores C,, = C,, = C,, = 0.

— — _ -1 gt
(b) C,=C,,, C,=C,;, C,=C,; torna S simétrico.

x,y, — X,y, = retangulos 4 + B + D (ndo C).

Areas do retangulo 4 = 2 (triangulo a)
mesmas bases que o retangulo B = 2 (tridngulo b)
mesma altura que o retangulo D = 2 (triangulo d).

Entdo, os tridngulos a + b + d = § (x,y, = x,»)).
Verifique um exemplo com (a, b) = (3, 2), (¢, d) = (1, 4), e area = 10. A linha de (0, e) no

passo 3 tem inclinagdo c/a e equagdo y = e + cx/a. O passo 3 funciona porque (b, d) esta
nessa linha! d = e + cb/a é verdadeiro, desde que ad — bc = area ae no passo 2.

, 211 2 11
(a) Area 1 (3) ;; l =5.  (b) 5 + 4rea do novo triangulo ? (5) i =54+7=12.

(a) Area i i =10.  (b) Area do tridngulo = 5.  (c) Area do tridngulo = 5.

As arestas do hipercubo tém comprimento 1 +1 + 1 4+ 1=2. O volume det H ¢

2% =16 (H/2 tem colunas ortonormais. Entfo, det(H/2) = 1 leva novamente a det H = 16).

O cubo n-dimensional tem angulos 2", arestas n2"~ ! e faces 2n de dimensdo n — 1. O cubo,
cujas arestas sdo as linhas de 2/, tem volume 2".

or/Ox 0Or/dy
00/0x 00/0y

| cosd senf | 1
| (—sen®)/r (cosO)/r|

J = r. As colunas sdo ortogonais e seus comprimentos modulos sdo 1 e r.

VISA tem cinco reversdes VI, VS, VA, IA, SA. E AVIS tem duas reversdes VI e VS. Como
5 —2 ¢ impar, VISA e AVIS tém paridade oposta.

S=(2,1,-1) fornece um paralelogramo, cuja area ¢ o comprimento médulo de um produto
vetorial: ||PQ x PS|| = ||(=2, -2, —1)|| = 3. Isto também surge a partir de um determinante!
Os outros quatro vértices poderiam ser (0, 0, 0), (0, 0, 2), (1, 2, 2), (1, 1, 0). O volume da
caixa inclinada ¢ |det| = 1.

X y z
det|3 2 1|=0=7x—5y+ z; oplano contém dois vetores.
1 23

Conjunto de problemas 5.1

1.
3.

A=2e A =3, trago 5, determinante = 6.
A =-5¢e X\ =—4; ambos os As sdo reduzidos por 7, com autovetores inalterados.
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3, A=1, A =0, com autovetores (1, 0, 0), (2, -1, 0), (3, =2, 1); trago = 4, det = 0.

A
A=2, A=2, A=-2, com autovetores (1, 1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, —1); trago = 2, det = —8.

8. Ax = \x fornece (4 — 71 )x = (A — 7)x; Ax = \x fornece x = M — lx, entdo 4'x = (1/N\)x.
9. Transponha 4 — AI: det (4 — M) = det (4 — M)T = det (4T — ).

10.

12.
13.
14.
17.

21.

22.

23.

24,

29.
32.

36.

37.

38.

O coeficiente de (—\)" ! em A=A (A, = NEA +--- + A Emdet (4 — A), um termo
que inclui um a; fora da diagonal exclui a;, — A e a; - A. Um termo assim ndo envolve
(=M\)"~ 1. Portanto, o coeficiente de (—\)" ! em det (4 — M) deve se originar do produto
abaixo da diagonal principal. Esse coeficiente € a, + --- +a, = A\ + -+ + A .

Os autovaloresde Asdo 1,2,3,7,8,9.
A terceira linha contém 6, 5, 4.
posto (4) =1, A=0, ..., 0, n (trago n); posto (C) =2, A =0, ..., n/2,—n/2 (trago 0).

A e A e A~ tém os mesmos autovetores. Os autovalores sdo 1 e 0,5 para 4, 1 ¢ 0,25 para
A%, 1 e 0 para A~. Portanto, 42 esta a meio caminho entre 4 e A,

(a) Multiplique Ax para constatar \x, que revela \.  (b) Resolva (4 — M)x = 0 para en-
contrar x.

A, =4 e\, =—1 (verifique o trago e o determinante) com x, = (1,2) e x, = (2, —1). 4™
possui 0s mesmo autovetores que 4, com autovalores 1/\, = 1/4 ¢ 1/\, = —1.

@) Pu=wuu=u(wu)=u,entiox=1.  (b) Pv=(uu")v=u(u'v) = 0, portanto, A = 0.
©x,=(1,1,0,0),x, =(=3,0,1,0), x; = (=5, 0, 0, 1) sdo ortogonais a u, entdo sdo
autovetores de P com A = 0.

M—-—1=0fornece \=1¢e )\ = %(_1 + i\/§); os trés autovalores sdo 1, 1, —1.

(@) posto=2. (b)det(B'™B)=0. (c)Nao. ()B+D'tem(A\+1)'=1,7,1.
a=0,b=09,c=0multiplique 1, \, \> em det (4 — \I) = 9\ — \3: 4 = matriz companheira.

00 , 01 , -h . Sempre 4> = matriz nula se A = 0, 0 (teorema de Cayley-
1 0|0 O)|—11
-Hamilton).
Precisamos de A* = 1, mas ndo A = 1 (para evitar /). Com A\, = >3 e \, = ¢ ™", 0 de-

terminante serd A\ A, = 1 e o trago € A\| + A, = cos % + isen ZTT + cos 27" —isen 27” =-1.
Uma matriz com este trago —1 e determinante 1 é 4 = [:l (1)}

Ax = c A\x; + - + ¢, A x seigualaa Bx = ¢, A\ x, +--- + ¢, A x, para todos os x.
Entdo, 4 = B.

a bl|1 a+b .y . _
39. . dHll— c+d}—(a+b)[1, A, = d — b para produzir o trago = a + d.
Conjunto de problemas 5.2
3 [V o[ 2 oo 1
1 1] (1 —=1]/0 O]|1 —1] ~

o offo slfe ollo )
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11.

12.

13.

15.

16.

17.

23.
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27.

28.

30.

32.
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A

3115 o][3 17! w |3 1[5 o]z 1]t
‘1 —1”0 1”1 —1] fornece _[1 —1} 0 1 [1 —1}

1 3.500 11 3.510_3
_Z 5100 _ | 5100 4 3
1

. A=0, 0, 3; a terceira coluna de S ¢ um multiplo de |1| e as outras colunas estdo no plano

ortogonal a ela. !

. 4, e A, ndo podem ser diagonalizadas. Elas t€ém apenas uma linha de autovetores.

-1

1 1][9 0][1 1 2 ,
A= L _1} o 1111 —1l 311 2f quatro raizes quadradas.
1 11 1 00
(a) Verdadeiro;detA=2=0. (b)Falso; |0 1 1| (c)Falso; |0 1 0] édiagonal!
0 0 2 0 0 2
trago(4B) = trago (BA) = aq + bs + cr + dt. Entdo, traco (4B — BA) = 0 (sempre).

Portanto, AB — BA = I é impossivel para matrizes, pois / ndo tem trago zero.

A—11201’1—23
1o 1|0 5/{o0 1| |0 5f
1 2] [1 1][t O][t —1][1 1] _[ 1 1][0 O](F —%
03_010301’22_—1203%%'

(a) Falso: ndo conhecemos os As.  (b) Verdadeiro.  (c) Verdadeiro.  (d) Falso: preci-
samos dos autovetores de S!

As colunas de S sio multiplos de (2, 1) € (0, 1) em qualquer ordem. O mesmo vale para A",

AeBttm A\ =1le\, =1.4+ Btem A\, = 1, A\, = 3. Os autovalores de 4 + B ndo sdo
iguais aos autovalores de 4 mais os autovalores de B.

(a) Verdadeiro.  (b) Falso.  (c) Falso (4 deve apresentar 2 ou 3 autovetores indepen-
dentes).

A= _2 N (ou outro), 4 = l_z 411 ], A= _1(5) 0 ; somente os autovetores sao (¢, —¢).
SA* S~ se aproxima de zero se, e somente se, cada |\ < 1; B¥ >0de A\=0,9e A\ =0,3.

g1 1 3 0]%[1 1] 3% 3k -2k
10 —1f[0 2]/ [0 -1 [0 2k |
_0’90 _3_3.103_ 103 103_ 103
B g = soma dessas duas.
11 oo 1201 ) .
A= 10 possui 4° = ) 1,eA — A — I = amatriz nula confirma o teorema de Cayley-

-Hamilton.
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traco AB = (aq + bs) + (cr + df) = (qa + rc) + (sb + td) = trago BA. Prova para o caso
diagonalizavel: o trago de SAS™' ¢ o trago de (AS™1)S = A, que é a soma dos )s.

Dois problemas: o espaco nulo e o espaco-coluna podem se sobrepor, portanto, x poderia
estar em ambos. Nao podera haver » autovetores independentes no espago-coluna.

Os 4s formam um subespago, pois c4 € 4, + 4, t€m o mesmo S. Quando § = I, os A4s for-
necem o subespago de matrizes diagonais. Dimensao 4.

Por 5F, B tem os mesmos autovetores (1, 0) e (0, 1) como 4, entdo B também ¢é diagonal.
a b a 2b| [0 0
2¢ 2d c 2d| [0 0

s30 —b = 0 e ¢ = 0: posto 2.

As equacdes AB — BA =

Atem A\ =1le), = 4comx, =(1,2)ex,=(1,-1). 4 tem A\, = 1 e A\, = 0 (mesmos
autovetores). 4! tem A, = 1 e A, = (0,4)'*, que se aproxima de zero. Entdo, 4'° esta
muito perto de 4.

Conjunto de problemas 5.3

2.

3.

10.

12.

2 1 3 2 53
A = A = A* = s Foo= .
1 1}’ 2 17 l3 20720 6765
Os numeros de Fibonacci comegam com par, impar, impar. Entdo, impar + impar = par.

Os dois proximos sdo impares (de impar + par e par + impar). Entdo, repete-se impar +
impar = par.

1 1 1 A AN O 1 =\
4= SAS-! — _ 1 2 1 2 -1,
SAS [1 o] )\1—)\2\1 1”0 AZH—I y, | (epserve )
SAKS — 1 AN /\lk 0 1 =\ [1]: ————— '
A-A T 0 )\é‘ —1 ALO ()\lk — )\éf YA = A,)
A soma direta L +L, ., fornece L, ..., L,,como 2, 1,3,4,7, 11, 18, 29, 47, 76, 123. Mi-

nha calculadora da o resultado A\]° = (1,618 ...)!° = 122,991 ..., que ¢é arredondado para
L,,=123.

7 1
12 6 0
A matriz de transi¢do de Markov ¢ | L 1 0| As fragdes 5, 7, 1 ndo se deslocam.
1 1
;3 1

Os componentes de Ax somam-se ax, + X, + X, (cada coluna soma-se a 1 e ninguém se perde).
Os componentes de Ax somam-se a A(x, + x, + x;). Se A = 1, x, + x, + x; deve ser zero.

14. ) A=0,(1,1,-2). (b) A=1e—0,2. (c) limite (3, 4, 4) = autovetor para A = 1.
16. (@ 0=
0<bH< 1.
C[biA—a)  1][1F 0 bll—a) 1]
® we=1" —1]|0 (@a=bF|| 1 -1 1

2b l—a—b,
b—a+1 b—a+1"
21-a) l—a—b,
b—a+1 b—a+1

a— b)*

a— b)*
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2 a=1/3
(©) u, — bz(—l‘iz)l sela—b|<1; b=-1/3
—_— nio de Markov.
b—a+1
0 0 2 1 1 2
A*=|0 0 0|ed®=0.Portanto, (/ —A)'=1+A4+A4>=|0 1 1],
0 0 O 0 0 1

Se A aumentar, entdo mais mercadorias serdo consumidas na producdo e a expansdo deve
ser mais lenta. Matematicamente, Ax > tx permanece verdadeiro se A aumentar; ¢_, sobe.

> "max

N ¢ instavel para |a| > 1/2 e estavel para |« < 1/2. Neutra para o« = £1/2.
R=SJAS"! = ? ; tem R2 = A BteraA=+9 e \ = v —1, entdo, seu trago ndo ¢
real. Observe que 1 pode ter v—1 =i e —i, além de raiz quadrada real _(I é .

A=SAS"eB=SAS". Matrizes diagonais sempre fornecem A A, = A,A . Entdo 4B
— BA, a partir de SA, S7'SA,S™ = SA, A, = SA,A, 57 = SA,SISA S = BA,

32]_ 11 1[5 O L 1] _1[L —1][s* O][ 11
2 372010 o af[=1 17T T2 affo 1f[-1 1]

Btem A\ =i e —i, entdo B* tem X* = 1 ¢ 1;C tem A = (I +~/3/)/2 = exp(%i/3), portanto,
M =-1e-1.Entdo, C?3 =—-Je C'9% =—C.

Conjunto de problemas 5.4

1.

10.

A="2eM=0x=(,-Dex,=(1, 1)

oAl — 1 e +1 —e 2 +1
T2 | 2 +1 e 2 41
2
< u(t) = eZt 15 ; amedida que t — oo, e — +oo.
—e

. A, ¢é instavel para t < 1, neutramente estavel para ¢ > 1. 4, ¢ instavel para ¢ < 4, neutra-

mente estavel em ¢ = 4, estavel com A real para 4 < ¢ < 5, e estavel com )\ complexo para
t > 5. 4, € instavel para todos os ¢ > 0, porque o trago € 21.

c@) N =551\ =151 Re A\ >0, instavel. (b)) A, =7, A, = —/7,Re \, >0,

2 2
instavel () \, = =B, A = =¥ Re A > 0, instavel  (d) A, =0, A, = —2, neutra-

mente estavel.

1 ¢ 4t +3
At — . oAt —
. e I—l—At[O Lhe u(0) = 4 |
(a) A+ — GoAt+ TGl — SeMeATG—1 — GpAg—1GoATG -1 — ,d1pAT
(b) et =I+4= 1 (1) , B :I+B:l(1) _} ,A+B:[(l) _(1) fornece
edts = :Z:l 1 —(s:zrsl i a partir do Exemplo 3 no texto, em ¢ = 1. Essa matriz ¢ diferente

de eléb.
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Ax = NFx + Nxou (4= F—XND)x=0.

Autovalores so reais quando (trago)>—4 det > 0 = —4(—a> - + ) > 0= a®> + b*> > .
(@) u = cu,— buy, u) = —cu, + au,, u; = bu, — au, fornece uu, + wyu, + wju, = 0.
(b) Porque e é uma matriz ortogonal, |[u(?)|]> = ||e?u(0)]|*> = ||u(0)||* é constante.
(c)A=0e j:(m )i. Matrizes antissimétricas tém As puros imaginarios.

1]—1—%005\/& “]

u(t)=1 cos 2¢

2 -1

u, =e¥ ! u, =eé ! Se u(0) = (5, —2), entd@o u(t) = 3e* ! +2¢! !

! 0 2 —1f ’ ’ 0 -1
A= [ g tem trago 6, det 9, A = 3 e 3, com apenas um autovetor independente (1, 3).
Isso fornece y = ce¥, y’ = 3e¥. Além disso, te* resolve y” = 6y’ — 9y.

/
[y,,}: 0 1} ly, _Entdo, A =1 (5 + VAI).
y 4 51y

A =0¢e )\, =2.Agora, v(f) = 20 + 10e* —o0 como ¢ —0o0.

Substituir # = v fornece ce’v = Aev — eb, ou (4 —cl)v=b,ouv=(A—cl)'b =
solugdo particular. Se ¢ ¢ um autovalor, entdo 4 — ¢/ ndo € invertivel: este v ndo funciona.
y(f) = cos t comega em y(0) = 1 e y’(0) = 0. A equagdo vetorial tem u = (y, y’) = (cos
t, —sen f).

A solugdo no tempo 7 + T também é e + Dy (0). Com isso, e’ vezes e” é igual a e+ 7D,

11 1 1]1[3 0]|0 el L —e)
2 0]10 1|11 —

A=
0 3

=Jlemt=0.

= rof—

0 e3t
de'/dt = A+ A%t + LA + ¢ AP + - =AU + At + L 422 + ¢ 4P +..) = de.
SeA*=A,entdo e =1+ At + L AP + ¢ AP + - =1+ (¢!~ 1)4

1 0 el —1 e —1 el e —1
‘[0 IF 1‘ ]

0 0 0 1
A = 2 e 5 com autovetores

, entdo et = [

2

e 1 .Entdo, 4 = SAS~! =

-3 8

1

(a) Ainversade e’ é e, (b) Se Ax = \x, entdo e’x = eMx e eV = 0.

Conjunto de problemas 5.5

1.

(b) soma = 4 + 3i; produto = 7 + i. (c)3—|—4i:3—4i;::1+i;|3+4i|:5;

[1—i|= V2. Ambos os nimeros permanecem fora do circulo trigonométrico unitario.

1 —i 1 i o0 2 i —i
2.C=|—-i 0 [ 0 1] =|—i 1 0 |CH" =C porque (474" = 414,
o 1] i 0 1
3. (@) x2 =2 x ' =(1/r)e ™, X =re—¥;x"1 =% fornece | x|" = 1: no circulo trigo-

nométrico unitario.
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PN =0\ —1, % — 1/J§’x2: wi;
—1\2 12
Q:Alzl’&:il’xlzl/ﬁ’xzz 1/\/5;
12 —12
R:/\1:5,)\2275,x1:2/\/§,x2: 1/\/5.
N2 —2/\2

. (a) det AT = det 4, mas det A" = det 4.  (b) A" = A fornece det A = det A = real.
X =2-i0,xx =5, xy =—147i, Ux=2/5—-(1/5)i ,x/vy = 12— (1/2)i ; verifique se |xy| =

=50 = |x||y| e |1/x] = IA5 = 1/]x].

(a) u, v, w sdo ortogonais entre si.  (b) O espago nulo ¢ gerado por u; o espaco nulo es-
querdo é o mesmo que o espaco nulo; o espaco-linha é gerado por v e w; o espago-coluna é o
mesmo que o espago-linha. (c)x=v+ %w; nao exclusivo, podemos adicionar qualquer
multiplode uax.  (d) Precisamos de bpTu =0. (e) S7! = ST; S714S = diag(0, 1, 2).

(UNMXUY) = YRURUV = VU V = I. Portanto, UV é uma matriz unitaria.
A terceira coluna de U pode ser (1, — 2, i)/~/6, multiplicada por qualquer nimero e,

A dimensdo de S ¢é n(n + 1)/2, ndo n. Cada matriz simétrica 4 ¢ uma combinagao de n pro-
jecdes, mas as proje¢des mudam a medida que 4 muda. Nao hd nenhuma base de n matrizes
de projecdo fixa no espago S de matrizes simétricas.

As colunas da matriz de Fourier U sdo autovetores de P, porque PU = diag (1, w, w?, w?)U
(ew=1).

2 0 1+1i 3
AF4=| 0 2 14+i| e AA" = L 3 s30 matrizes hermitianas.
1—i 1—1i 2

(AP AHH = AHAHH = 41 4 novamente.
n? passos para C direto vezes x; somente (n log n) passos para e ! por FFT (e n para A).

0 0 1

P2=|1 0 0[,P}=1 P =pP%P=P; \=raizes clibicas de 1 = 1, e2™3, 73,
010

cA ainda é hermitiano para c real; (i 4) = —i A% = —i 4 é anti-hermitiano.

A tem +1 ou —1 em cada valor elemento diagonal; oito possibilidades.

4o L[ 1 =1siff2 0] L[ 1 -
S+ 1 0 —1|3|-1—-i 1

. 1 [ 1 —1—i]f[2i 0] 1 1 1+
K =(idT) = — —

(A7) @\1—1' 1 ]0 —i]ﬁ[—l—l—i 1]
Obtemos A + iB = (A + iB) = AT — iBT. Entdo, A = AT e B =—-B".

(I 2uu)F = I 2uu™; (1 2uut)? = I —4uu™ +4u@wPu)ut! = I, a matriz uu® projeta-se na
linha através de u.

2 5 4 24+5+4
C=1|4 2 5(=2+45P+4P>tem \(C) =12+ 5¢*3 + 443

5 4 2 2+ 5¢4T3 4 48Tl
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C[1=i 1=l 0] 1[2+2i -2 . .
41. A_[—l ) HO 4} 6[ 1 ) ]—SAS . Autovalores reais 1 ¢ 4.
1[1+v3 —1+i|[1 0] 1[1+3 1—i
2.V =— — com L? =6+ 2/3.
L\ 1+i 14+V3]10 1] L|-1—i 143

V = V1 fornece A real, a unitaria fornece || = 1 e, entéo, o trago zero fornece A = 1, —1.
. ‘ L Lo o
45. Nio multiplique e~ por e; una o primeiro, entéo fo " e dx = [e*/2i]3™ = 0.
a b+ic
b—ic
49. R + iS = (R + iS)" = RT — iST; R é simétrica, porém S ¢é antissimétrica.

48. [1]e[-1]; coma®+ b*+ = 1.

Conjunto de problemas 5.6
1. Se B é inversivel, entdo BA = B(AB)B™! é similar a AB.

2. Se A, ..., A, sdo autovalores de 4, entdo A, + 1, ..., A + 1 sdo autovalores de 4 + 1. Por-
tanto, 4 e A + I nunca apresentam os mesmos autovalores e ndo podem ser similares.

4. C=N'BN=N"'"MT"AMN = (MN)'A(MN); somente M~'I M = I é similar a I.
5. O valor elemento (3, 1) de M'AM é g cos 6 + h sen 0, que é zero se tan 0 = —g/h.

9. Os coeficientes sdo ¢, = 1, ¢, =2, d, = 1, d, = 1; verifique Mc = d.

11. A matriz de reflexdo com base v, e v, ¢ 4 = (1) . As bases V| e V, (mesma reflexdo!)
0 1 1 . .
fornecem B = 0 71.SeM: ) 71,entaoA:MBM .

13. Os autovalores sdo 1, 1, 1, —1. Matrizes de autovalores

o of 1t otlo THLT ol

0 0 00
16. (a) D = 2. (b)D*=|0 0 O0|= terceira matriz derivada. As terceiras deri-
0 0 00
0

oS O O
S O =

vadas de 1, x e x? sdo nulas, entdo D> = 0.  (c) A = 0 (triplo); somente um autovetor
independente (1, 0, 0).

18. (a) TTH = U TAUUMAR(U Y = 1. (b) Se T ¢ triangular e unitéria, entdo seus valores
diagonais (os autovalores) devem ter valor absoluto 1. Desse modo, todos os valores fora
da diagonal sdo nulos, pois as colunas devem ser vetores unitarios.

19. Se N=UAU!, entdo NN/ = UANU (U HHAHUH é igual a UAAHUH,

Isto ¢ 0o mesmo que UAFAUH = (UAUHH(UAU™") = NHN. Entdo, N é normal.

21. Osvalores 1, 1 de THT = TT" fornecem |z, |* = ¢, |* + |, + |¢,5%, portanto, £,, = ¢, = 0.
Ao comparar os valores 2, 2 de 7HT = TT* fornece ¢,, = 0. Portanto, T’ deve ser diagonal.

22. Os autovalores de 4(4 —1)(A—21)sdo 0, 0, 0.

a?+bc ab+ bd a b 0 _[O 0
ac+cd bc+d? ¢ d 1] |0 0
30. M~ J.M = 0, de modo que as duas tltimas desigualdades sejam faceis. Tentar estabelecer

a condig¢do MJ, = J,M faz com que a primeira coluna de M seja zero, entdo M ndo pode ser
invertivel. Ndo pode ter J, = M~ J,M.

24. Sempre —(a+d) !

l+(ad—bc)[(1)
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32.

34.

35.

38.

39.
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61 45 13 9
410 — 910 cad _ 2 '
‘—80 59 € 16 —11]
(@) M'AMYM'x) =M (Ax) =M'0=0. (b)Osespagosnulosde 4ede M 'AM

tém a mesma dimensdo. Diferentes vetores e diferentes bases.

1 00 bo 01 sdo similares; ! or si propria e or
0 of [1 1 [1 o] o 1) > o q ) POTSIPIOPIAE P
si propria.

(a) Escolha M, = matriz diagonal reversa para obter M JM, = M." em cada bloco

(b) M, tem esses blocos M, em sua diagonal para obter M, JM, = J .
(©) AT=M D) JTMT& (M YTM, " IMMT = (MMM Y AMMM?T) ¢ AT ¢ similar a 4.
-1

0 ¢!

ck ket!
0 cF

3 3¢?
0 ¢

¢z 2
0 2

3 C

b

J? = LIk = JO=1,J" =

w(t) = (W(0) + 2x(0) + 512 y(0) + £ 132(0))e™.
Diagonais 6 por 6 e 4 por 4; AB tem todos os mesmos autovalores que B4 mais zeros 6 — 4.

(a) Verdadeiro: um tem A = 0, o outrondo.  (b) Falso. Diagonalize uma matriz ndo simé-

1 ] . 0 -1
-1 0 1 0
todos os autovalores de 4 + [ aumentam em 1, portanto, sdo diferentes dos autovalores de 4.

trica e A é simétrico.  (c) Falso:

sdo similares.  (d) Verdadeiro:

Conjunto de problemas 6.1

2. det(A—X)= X N—(a+ )\ +ac—b*=0formnece \, =((@a+c)+(a— c)* + b?)/2e
A =(a+c)— \/(a — ¢)? + 4b?)/2); A, > 0 éuma soma de ntimeros positivos; A, > 0
porque (a + ¢)*> > (a — ¢)* + 4b* é reduzida para ac > b>.

Uma forma melhor: produto A\ A, = ac — b*.
I -1 -1 I -1 -1
3. 4 =|-1 1 lled,=|-1 2 =2}
-1 1 1 -1 -2 11
(d) f; = (x, —x,—x;)* =0, quando x, —x, —x, = 0.
1 00
© fo=0—x—x)+(x,-3x) +x5L=|-1 1 0|
-1 -3 1
5. ac—b=2—-4=-2<0; x>+ 4xy + 2)* = (x + 2y)> — 2)” (diferenca de quadrados).
3 6 1 03 0|1 2 . N N

6. A= 3 161" [2 o allo 1F os coeficientes dos quadrados sdo os pivos em D,
ao passo que os coeficientes dentro dos quadrados sdo colunas de L.

7. (a) Definida positiva e quando —3 < b < 3.

ot 2

1 0 1 b
0 9-5%]]|0 1]
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1 1 bl[x] _[O x]_ 1 l —b ]
2(9 —b?) b 9|ly| |1 vyl 9-p2| 1]
(d) Nenhum minimo, seja y — oo, x = —3y, entdo x — y aproxima-se de —oo.

(¢) O minimo ¢ — quando , que &

. (a) Ospivossdoaec— |b[*/aedetA=ac— |b. (b) Multiplique |x,|* por (¢ —|b|*/a).
2

(c) Agora x"A4x é uma soma de quadrados.  (d) det = —1 (indefinida) e det = +1 (defi-
nida positiva).

a>1e(a—1)(c—1)> b Isso significa que 4 — I é definida positiva.

xTATAx = (Ax)"(Ax) = comprimento elevado ao quadrado = 0 somente se 4x = 0. Como
A tem colunas independentes, isto acontece apenas quando x = 0.

18. f(x,y) = x> + 4xy + 9% = (x + 2p)* + 5% f(x, y) = x> + 6xy + N2 = (x + 3y)~

19.

21.

ax? + 2bxy + c¢y* tem um ponto de sela em (0, 0) se ac < b%. A matriz é indefinida (A < 0
e A >0).

4 —4 8
A=|—-4 4 —8|tem apenas um pivd = 4, posto = 1, autovalores 24, 0, 0, det 4 = 0.
8 —8 16

Conjunto de problemas 6.2

2.

10.

11.

15.

16.
19.

20.

23.

A ¢ definida positiva para a > 2. B nunca ¢ definida positiva: observe

4 7

. Se xT4x > 0 e x"Bx > 0 para qualquer x = 0, entdo x"(4 + B)x > 0; condi¢io (I).
. det A = —2b% — 3b* + 1 & negativa em (e proximo de) b = 2.

31 3 -1
. As positivos porque R ¢é simétrica e VA >0.R= l }; R= { }

1 3 -1 3
3 2 : 1] 1[v2
. A= tem A= 1e4, eixos 1 e = ao longo dos autovetores.
) NG} ] 2| - s
As matrizes definidas negativas:  (I) x"Ax < 0 para todos os vetores diferentes de zero x.

(IT) Todos os autovalores de A4 satisfazem A, < 0.  (II[) det 4, < 0, det 4, > O,
det 4, < 0. (IV) Todos os pivOs (sem trocas de linhas) satisfazem Ad;, < 0. (V) Ha
uma matriz R com colunas independentes tais como 4 = —RTR.

IxTAy|* = |x"RTRy]> = |(Rx)"Ry[* < (pela desigualdade comum de Schwarz) ||Rx||?||Ry||> =
(xTR™Rx)(yTRTRy) = (x"Ax)(y"Ay).

Falso (Q deve conter autovetores de A); Verdadeiro (os mesmos autovalores que A); Verda-
deiro (QTAQ = Q7 'AQ é similar a 4); Verdadeiro (autovalores de e sdo e > 0).

xTAx ndo ¢ positiva quando (x,, x,, x;) = (0, 1, 0) por causa do zero na diagonal.

(a) A matriz definida positiva exige determinante positivo (além disso, todos A > 0).
(b) Todas as matrizes de projecdo / sdo singulares.  (c) Os valores diagonais de D sdo
seus autovalores.  (d) A matriz definida negativa —/ tem det = +1 quando #n € par.

Comega com g, = (linha j de R")(coluna j de R) = comprimento elevado ao quadrado da
coluna j de R. Entdo, det 4 = (det R)> = (volume do paralelepipedo R)?> < produto dos
comprimentos ao quadrado de todas as colunas de R. Esse produto € a,,a,, --- a

A, = la? e A, = 1/b?, entdo, desse modo, a = 1/\/\, e b =1/\/A,. Aelipse 9x* + 16)> = 1

tem eixos com meios comprimentos a =+ e b = .
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2 -1 0 2 -1 -1
A=|—-1 2 —1]| tempivos 2, %, %;A: —1 2 —1| ¢ésingular;
0o -1 2 -1 -1 2
1 0
All|=10
1 0
9 3 3 0][3 1 2 0 4 8
Azls 5]:[1 2”0 2];C:[4 3 temCCTzls 25]‘

xXTAx =2(x, —4x, —1x, )2 +3(x, —x;)% x"Bx = (x, + x, + x,)*. B tem um pivo.

1 0
0 -1

autovalor positivo e um negativo, mas / tem dois autovalores positivos.

20

0 1;Cum

Ae CTAC tem A, > 0, A, = 0. C(z)—tQ+(1—t)QR,Q—{

R=|

ax? +2bxy + cy? = a(x + Ly)? +94 32 2x2 + 8xy +10p? = 2(x + 2y)% + 202
posto (CTAC) < posto A, mas também posto (CTAC) > posto (CT) 'CTACC™") = posto 4.

Grupos: matrizes ortogonais; ¢! para todos os 7; todas as matrizes com det = 1. Se 4 ¢ defi-
nida positiva, o grupo de todas as poténcias 4* contém somente matrizes definidas positivas.

Os pivos de 4 — 11530 2,5, 5,9, 0,81, entdo um autovalor de 4 — L7 é negativo. Entdo A
tem um autovalor menor que %

40. Nzo. Se C ndo ¢ quadrada, C"AC ndo é uma matriz da mesma dimensdo que 4.
6—4)/18 —3—)\/18 54
43. det 3 \/I8 6_4/\/18}—0f0mece)\1—54,)\2—?.
Autovetores ! s ! .
-1 |1
Conjunto de problemas 6.3
5 20 1/N17 4/ 17
2. AT4 = tem apenas 02 = 85 com v, = ,entdo v, = .
20 go| o APERAS I ! |4/Jﬁ 2 l—l/Jﬁ]
2 142 /2
3. AAT = tem o2 =3, comu, = ,eo? =1 comu, = .
12 1 ! {WE 2 ? \—1/@ ]
110 176 172
ATA=|1 2 1|temo? =3, comy, = 2/x/g,022:1,comv2: 0 |
0 1 1 176 —12
INE}
e vetor nulo v, = —13 .
INE}
< 0 V3 0 0 T
Entao llz[ul ”z] 0 1 0 [vl v, v3]
2 3445 35
T4 — 2 __ 2 __
4. A'A= \ L1 tem autovalores o} = 5 eo; = 5
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Como 4 = A", os autovetores de 4"4 s3o os mesmos para 4. Como \, = %(1 —J5) é nega-
tiva, o, = )\, mas 0, = —\,. Os autovetores unitdrios s3o 0s mesmos que na se¢do 6.2 para
A, exceto para o efeito deste sinal de subtragdo (porque precisamos de Av, = o,u,):

PWNEDY PN EDY
INESY INEDY

U =v = ) = TV, =

1

7. Multiplique UX. V'™ utilizando as colunas (de U) multiplicadas pelas linhas (de X V7).

8. 4= 12w tem um valor singular o, = 12.

12.

13.

14.

15.

16.

19.

20.

Os valores singulares de 4 + I néo séo o, + 1. Eles surgem dos autovalores de (4 + nT
A4+1). ‘

Para tornar 4 singular, a menor alteracdo define seu menor valor singular o, para zero.

1

4

1 100 0 1 1o
A*z}‘,Bz[? é”; ? 8] 0 1 0,B =1 0,C*=|2 ]

H 00 1 0 0 2 0

1

AT é ainversa a direita de A; Bt é a inversa a esquerda de B.

Tome 4 = 0 (1)] eB = (1) (l) . Entdo, 4B = (1) ol A partir de C* no problema 15
Lo 0o L

temos A" =| , Bt = 21=(4B)*, e (4B)* = B+ A".
2 0 0 3

(a) Com colunas independentes, o espago-linha é R” por completo; verifique (474) A*b

= A"h.  (b) AT(AAT)'b esta no espago-linha porque AT vezes qualquer vetor esta neste
espaco; agora (ATA)A+b = ATAAT(AAT)'b = A™b. Os dois casos fornecem ATAx™ = ATh.

A=0X0]= A" =050 = 44" = 0, E3*0/. Elevar ao quadrado fornece (44")* =
=0, XXEXTQ] = 0,210 Entdo temos as seguintes proje¢des: (A7) = A4T = (441)"
e, de maneira similar para AT 4. AA* e A*A projetam-se no espago-coluna e espago-linha de 4.

10 6] 11 —1][4 O 11
T4 _ _ 1 ,
A'A = 6 10]—21 IHO 16 ‘_1 1,tomeasralzesquadradasde4e16para
11 —1][2 0 1] (31 PP | 31
Obters_zll 1”0 4”—1 1}_‘1 3]6Q_AS ~ 0 -1 3/

Conjunto de problemas 6.4

1.

P(x) =x} —xx, + x7 = x,x, + x7 — 4x, — 4x, tem O P/Ox, = 2x, —x, — 4, 0 P/Ox, = —x, +
2x, = x,, € O P/Ox; = —x, + 2x, — 4.
OP/ox=x+y=0e0dP/Oy=x+2y—3=0fornecem x = -3 e y = 3. P, ndo tem

minimo (seja y — 00). Ele ¢ associado com a matriz semidefinida

ol
Coloque x = (1, ..., 1) no quociente de Rayleigh (o denominador torna-se n). Como R(x)

estd sempre entre | € A , obtemos n\; < xTAx = soma de todos os a; <nA,.

Como x"Bx > 0 para todos os vetores ndo nulos x, x'(4 + B)x serd maior que x"Ax. Portanto,
o quociente de Rayleigh € maior para 4 4+ B (na realidade, todos os 7 autovalores aumentam).



Solucdes para os exercicios selecionados 39

5. Como x"Bx > 0, o quociente de Rayleigh para 4 + B € maior que o quociente para A.

6. Os menores autovalores em Ax = Ax ¢ Ax = A\Mx sdo % e(3— NE) )/4.

7. (@ N = ming [max o R(x)] > 0 significa que todo S; contém um vetor x com R(x) > 0.

yICTACYy  xTdx
yy xTx

(b) y = C~'x fornece o quociente E(y) = = R(x) > 0.

16. Se Cx = C(A7'b) se iguala a d, entdo CA™'b — d é zero no termo de corregdo na equagio (5).
17. O subespago extremo S, € atravessado pelos autovetores x, € x,.

Conjunto de problemas 6.5

x=I

1. Integre por partes: fol— v Vdx = fol Vi’Vj’ dx — [Vl’ v, ] = fol V/Vj’ dx = mesmo 4.

J 1x=0
2 -1 0 1 2
2. 4, =3,b, =1 Entiod =3 | -1 2 -1 ,b:§ 2|, Ay =b fornece
0 -1 1 1

y:

O | —

5
g|.
9

5. A=4,M= % Sua rgzﬁo 12 (quociente de Rayleigh no subespago de multiplos de V(x)) é
maior que o verdadeiro autovalor A = 72

6. A matriz de massa M é de /6 vezes a matriz tridiagonal 1, 4, 1.

2 -1 011]3/16 1/2
7. Ay=5b ¢ 4| -1 2 —1][4/16|=b=]1/2|. O elemento finito linear U = 2V, +
0 -1 2 ||3/16 1/2
LV, + 3V, seigualaao u exato =2, -+, 3 nosnos x =1, 1, 2.

Conjunto de problemas 7.2

4. ||ABx|| <||4|| || Bx||, pela defini¢do da norma de 4, e, entéo, ||Bx|| < || B|| ||x||. Dividindo por
||x|| e maximizando, ||AB|| < ||4|| || B]|- O mesmo ¢ verdadeiro para a inversa, ||B'47!|| <
< ||BY] [|[47Y|; e(4B) < ¢(A4) ¢(B) por meio da multiplicagéo dessas desigualdades.

5. Se Q ¢ ortogonal, sua norma ¢ ||Q|| = max ||Qx]|/||x|]| = 1 porque Q preserva o modulo:

||Ox|| = ||x|| para cada x. Além disso, Q! é ortogonal e tem norma um, portanto, ¢ (Q) = 1.
6. (a) Sim, c(4) = ||4]| ||[47"]| = c¢(4"), desde que (4') ! seja 4 novamente.  (b) A 'b=x
tevaa P14 1030 e ¢ 1031 L19P]
b I el [l
9. Na defini¢do, ||4|| = max. ||4x||/|x|, escolha x como autovetor particular na pergunta;
|| Ax|| = |A| ||x||, portanto, a razdo é |\| e a razdo mdxima é |A|, pelo menos.
10. ATA e AAT tém os mesmos autovalores, desde que AT4x = \x fornega AAT(Ax) = A(ATAx) =
= \(4x). A igualdade dos autovalores maiores significa que || 4| = || 47|
1. 4= [8 (1)], B = (1) 8 s A + B) > A (A) + A, (B) (desde que 1 > 0 + 0), e
A AB) > A (AN, (B). Portanto, A_. (4) ndo € uma norma.
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b— Ay = (1077, 0) residual € muito menor que b — Az = (0,0013, 0,0016). Mas z estd muito
mais proéximo da solucdo que y.

Se A, =A, =1, entdotodos os \, =1 e 4 = SIS = I. As tnicas matrizes com || 4|| =
|471|| = 1 sdo matrizes ortogonais, porque A™4 deve ser I.

||| =2ec=1; ||4] =2 e c éinfinita (singular !); [|4|]| =v2 ec=1.

x?+ -+ 4 x2 ndo é menor que max(x?) = (||x|| )* e ndo ¢ maior que (|x,|+ -+ + |x ), que

¢ (|[x[|,)> Certamente x2 + --- + x2 < n méx(x?), portanto ||x|| < ~/n x| . Escolha y = (si-

nal x,, sinal x,, ..., sinal x ) para obter x - y = ||x||,. De acordo com o teorema de Schwarz,
este ¢ no maximo x| ||y|| = vz |x|. Escolhax = (1, 1, ..., 1) para as razdes maximas v/n.
9 36 30
22. Ainversa exata de uma matriz de Hilbert 3 por 3 é 4~! = | —36 192 —180 |.
30 —180 180
0 2 2 2 2 0 1
23. Troque 2para ) 0]—>[0 _ll—UcomP—[1 0 e
1 0 2 20 2 0 2 2 0 2 20
L:[OSI}.AHIOIAO—IIHO 2 0]—|0 2 0|=U
’ 020 0 0 0 -1 1 0 0 1
010 1 0 O
Entio PA=LU comP=|0 0 1|elL=|0 1 0.
1 00 0,5 —0,5 1
24. O maior ||x|| = ||[47'b|| € 1/A_, ; o maior erro é 10719/ . .
Conjunto de problemas 7.3
lu—l — 2 u 5 "y 14'u _ 1 | 1| normalizado para
oot | =1 =4 [ =13 7 J2 |—1| o vetor unitario.
2. u /N = cx e (AN + - Fex (A/A)F — cx, se todas as razdes [\/A,| < 1.

tem |\,| = |\, | e ndo possui nenhu-

A maior razdo controla, quando & é grande. 4 = 1 (1)

ma convergéncia.

_ T
20— WX (x— )= y. Entdo H(Hx) = Hy & x — H.

G T

5 cos 0 send _OR= cos —senf||1 cosfsenb
“lsend 0 | " |senf cosf ||0 —sen? @
2y 3
Entio RQ = | U157 =57
—s —s?c
9. Suponha que (Q, -+ O,_)(R,_, -+ R,) seja a fatoragdo QR de A* (certamente verdadeiro

se k = 1). Pela construgdo, 4, . | = R,O,, portanto, R, = 4, . Ol = (O] --- Oj40,--- Q)
O/ Multiplicando posteriormente por (R, _, --- R,), a suposigao fornece R, --- R, = O} ---
QF A4+ 1. Apbs deslocar os Os para o lado esquerdo, este ¢ o resultado exigido para 4¥ 1.
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Lo I 0 o0 I =5 0
10. U:lo H} 0 -2 —$|=U'eentdioU 14U =|-5 5 2|
16
0 -5 3 0 % 3%
15. A4 tem autovalores 4 e 2. Coloque um autovetor na /inha 1 de P: é
1 [1 -1 2 —4 1 |1 =3 4 —4
— PAP' = —_— PAP ! = .
ﬁ[l 1€ o 4oz 1° [o 2}

16.

Pij A utiliza 4n multiplicagdes (2 para cada valor nas linhas i e j). Ao fatorar o cos 6, os
elementos 1 e & tan 6 precisam apenas de multiplicagdes 2n, o que leva a %n3 para PR.

Conjunto de problemas 7.4

1.

10.

11.

13.
15.

17.

Ax, = (2 = 2 cos krh)x,; Jx, = %(sen 2krh, sen 3kwh + sen krh, ...) = (cos kmh)x,. Para

h :%,Atemautovalores2—2cos%: 22, 2—c0s%: 2, 2—2008%: 2+/2.

0 % 0 1 % 0
.D(=L-U)=|L 0 1| autovaloresy=0, £1/~2;(D+L)"'(-U)=[0 1 1}
0 40 0+t
autovalores 0, 0, 1/ 2; Wopt = 4 — 2~/2,reduzindo A Para3— 242 ~0,2.
0 3 3
J=D'(L+U)=—|0 0 % ; 0s trés circulos tém raio 7, = %, r, = %, r, = % Seus
2 2
< £ 0
5 5

centros estdo em zero, entdo todos os [\ | < 4/5 < 1.

Se Ax = Ax, entdo (/ — A)x = (1 — N)x. Os autovalores reaisde B=1—-Atém |1 — \| < 1,
contanto que A esteja entre 0 e 2.

Sempre ||4B|| < ||A|| ||B]|. Escolha A = B para encontrar || B?|| < ||B||*. Entdo, escolha 4 =
= B? para encontrar ||B3|| < ||B?|| || B|| < ||B|]*. Continue (ou use a indugdo). Como | B|| >
> max |A\(B)|, ndo ¢ nenhuma surpresa que || B|| < 1 fornega a convergéncia.

0 —bla be |'?

—1 — - :

~-DY(L+U)= old 0 tem p i[ad] >
—(D+L)'U = [8 bc/ba/;’l , A=0, bclad; N, seigualaap® , .

Super-relaxamento sucessiva (SOR) em MATLAB.

As somas de linhas maximas fornecem todos os [A| < 0,9 e |\ | < 4. Os circulos em torno dos
valores diagonais fornecem limites mais rigidos. Primeira matriz A: O circulo |A — 0,2| <
< 0,7 contém os outros circulos A —0,3] < 0,5 ¢ |]A—0,1] < 0,6, além de todos os trés au-
tovalores. Segunda matriz 4: O circulo |A — 2| < 2 contém o circulo |A —2| < 1 e todos os
trés autovalores 2 + /2, 2, além de 2 — /2.

Jacobi apresenta ST = 1 [(1) (1) com |A[ . =1 Gauss—Seidel demonstra
0o 4
ST = 0 i com A . =+ = (|A|_,, para Jacobi)>.
9
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r,=b—a 4b=b— (b"b/b"Ab)Ab ¢ ortogonal a r, = b: os residuos r = b — Ax sdo orto-
gonais em cada passo. Isso demonstra que p, € ortogonal para Ap, = Ab, simplifica p, para
cP: P, = ||Ab|*b — (b" Ab)Ab ¢ c = b"b/(b" Ab)*. Certamente (4b)"P, = 0, porque AT =
= A (essa simplificagdo coloca o, em p, = b — av; Ab + (b™h — 2x bT Ab + o} || Ab|]*) b/b7b.
Para uma boa discussdo, consulte Numerical Linear Algebra de Trefethen & Bau).

Conjunto de problemas 8.1

3.

5
6.
8

x >0,y > 0, com a restri¢ao adicional de que x 4+ y < 0 admita apenas o ponto (0, 0).

. Os vértices estdo em (0, 6), (2, 2), (6, 0); consulte a Figura 8.3.

x (vinculos de 5%) = z(vinculos de 9%) = 20.000 e y (vinculos de 6%) = 60.000.

. Asrestrigdes fornecem 3 (2x + 5y) + 2(—3x + 8y) <9 - 10, ou 31y < —1. Néo se pode ter

y>0.

. O custo a ser minimizado ¢ 1000x + 2000y + 3000z + 1500« + 3000v + 3700w. As quan-

tidades x, y, z para Chicago e u, v, w para a Nova Inglaterra satisfazem x + u = 1.000.000;
y+v=1.000.000; z + w = 1.000.000; x + y + z = 800.000; u + v + w = 2.200.000.

Conjunto de problemas 8.2

1.

12.

Os “custos reduzidos” sdo r =[1 1], entdo ndo é bom que ocorra uma alteragao e o vértice
¢ ideal.
EmP,r=[-5 3];entdo,em Q, r =[2 —1]; R ¢ideal porque r > 0.

Para um problema de maximos o teste de parada se torna » < 0. Se isto falhar e o i-ésimo
componente for o maior, entdo essa coluna de N entra na base; a regra 8C para o vetor
saindo da base é a mesma.

BE =B[---v---]=[--- u---], contanto que B = u. Entdo, £ ¢ a matriz correta.

Neste momento, x, = 4 ¢ x; = 2 estdo na base € o custo € zero. A varidvel de entrada deve
ser x, para reduzir o custo. A variavel de saida deve ser x,, desde que 2/1 seja menor que 4/1.
Com x, e x, na base, as restrigdes fornecem x, = 2, x, = 2, € 0 custo agora € x, + x, = x; =
=-2.

Se Ax = 0, entdo Px = x — AT(44") ! Ax = x.

Conjunto de problemas 8.3

2.

3.

cAqui,c=[1 1 1]com 4= 2

Maximize 4y, + 11y,, com y, > 0,y, > 0,2y, + y, < 1, 3y, < 1; a primaria tem x, = 2,

x, =3,0dualtemy; =1, y; = 1, custo = 5.

A medida que o dual maximiza yb, com y > ¢. Portanto, x = b ¢ y = ¢ sdo viaveis e forne-
cem o mesmo valor ¢b para o custo no primal e no dual; de acordo com 8F elas devem ser
ideais. Se b, < 0, entdo o x” ideal ¢ alterado para (0, b,, ..., b ) ey = (0,c,, ..., ).

.x'=1[1 0]5y"=[1 0],comy’h =1 = cx". As segundas desigualdades em Ax" > b e

V"4 < ¢ sdo estritas, portanto, os segundos componentes de y* e x* sdo zero.

.(@x =0,x;=1x;=0,c"x=3. (b)E o primeiro quadrante com o tetraedro cortado

no vértice.  (c) Maximize y, sujeitoay, > 0,y, <5,y, <3,y, <4,y =3.
10

0 0 1
igualdade y4 = c (ou A"y = 7). Isso fornece 2y, = 1 e y, = 1 e y, = 2 e nenhuma solugéio

. Nenhuma restri¢do x > 0, entdo, o dual tera
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vidvel. Portanto, o primal deve ter oo como méaximo: x; = =N, x, = 2N € x; = 0 fornecem
custo = x, + x, + x, = N (arbitrariamente grande).

1 00 -1 0 O 1 0 0 —1
Ascolunasde(/0 1 0 0 —1 Ofjou|O 1 0 —1|.

001 0 0 -1 0 0 1 -1

b=[0 1]Tec=[-1 0]
Como cx = 3 = yb, x e y sdo ideais por 8F.

Tome y =[1 —1];entdoy4d > 0,yb <O.

Conjunto de problemas 8.4

2.

10.

11.

14.

15.

16.

Designe as capacidades = 1 para todas as arestas. O nimero maximo de caminhos disjun-
tos de s para ¢ iguala-se, entdo, ao fluxo maximo. O nimero minimo de arestas cuja remo-
¢do desconecta s de ¢ € o corte minimo. Entdo, fluxo max = corte min.

O fluxo maximo ¢ 13, com o corte minimo separando o n6 6 dos outros nos.

Aumentar a capacidade dos tubos do n6 4 ao n6 6 ou do no6 4 para o né 5 produzira o maior
aumento no fluxo maximo. O fluxo maximo aumenta de 8 para 9.

Se cada m + 1 se casa com o unico homem aceitavel m, ndo ha nenhum outro com quem
n? 1 possa se casar (apesar de todos serem aceitaveis para n® 1).

O algoritmo 1 fornece 1-3, 3-2, 2-5, 2—4, 4-6 ¢ o algoritmo 2 fornece 2-5, 46, 2—4, 3-2,
1-3. Estas sdo as arvores geradoras de mesmo comprimento mais curtas.

As linhas 1, 4 e 5 violam a condi¢ao de Hall; a submatriz 3 por 3 que se origina das linhas
1,4,5,edas colunas 1,2, 5tem 3 + 3 > 5.

(a) A matriz tem 2n 1s que ndo podem ser cobertos por menos que 7 linhas, pois cada linha
cobre exatamente dois niimeros 1. Ela tem # linhas; deve haver uma combinagdo completa.

I 11 11
1 00 011
() |1 0 0 O 1|. Osntmeros 1 podem ser cobertos por quatro linhas; cinco casamen-
1 00 01
1 1 1 11

tos ndo sdo possiveis.

(a) As linhas 1, 3, 5 s6 tém nimeros 1 nas colunas2e4.  (b)Ascolunas 1, 3, 5 (nas linhas
2,4).  (c) Submatriz nula das linhas 1, 3, 5 e das colunas 1, 3, 5. (d) As linhas 2, 4 ¢ as
colunas 2, 4 cobrem todos os nimeros 1.

Conjunto de problemas 8.5

1.

2.

A melhor estratégia para X combina as duas linhas para produzir uma linha horizontal,
garantindo essa altura de /5. A combinagéo ¢ 5 (3y + 2(1 —y)) + 1 (v + 3(1 —y)) ="/, de
modo que X escolhe as colunas com frequéncias 2, 0, %

Para as colunas, queremos x,a + (1 —x,) b =x,c¢ + (1 —x,)d = u,de modo que x,(a—b—c +

+d) =d—b. Para as linhas, yja + (1 =y, )c = y,b + (1 —=y,)d = v troca b e c. Compare
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(a—b)(d —b)
a—b—c+d

Ty ad — bc

=————— = 0s mesmos apds
a—b—c+d

ucomv: u=x(a—b)+b=

bec=v.

. —10x, +70(1 —x,) = 10x, = 10(1 — x,), oux, = %,xz = %;*IOyl +10(1 —y) =70y, —

10(1—y)), ouy, = 1,y, = %; resultado final médio yAx = 6.

. Se Xescolhe a colunaj, Y escolhera seu menor valor a; (nalinha 7). X ndo se deslocara, visto

que este € 0 maior elemento nessa linha. No problema 2, a,, = 2 era um equilibrio deste tipo.
Se trocarmos o 2 e o 4 abaixo dele, nenhum elemento tera essa propriedade, e sera neces-
sario utilizar as estratégias mistas.

> %}T eyAx" =1y, + 1y, = 3 para todas as estratégias de Y;
ya=[+ 1 -1 —1] ey*le: 3x + Ly, —x

=7.

_ 5 1.
3~ X, que ndo podem exceder 3; no ponto

intermediario estd y* Ax”
Valor 0 (jogo limpo). X escolhe 2 ou 3, y escolhe par ou impar: x" = " = (1, 1).

O maximo interno € o maior de y, € y,; x concentra-se nesse maximo. Sujeitoay, +y, =1,
o minimo do y maior ¢ 1. Observe A = 1.

Conjunto de problemas A

3.
5.

10.

12.

Uma base para V + W € v, v,, w; dim (VN W) = 1 com base (0, 1, -1, 0).
(a) Maior dim (SN T) =7 quando S C T.

(b) Menor dim (SN T) = 2.

(c) Menor dim (S + T) = 8 quando S C T.

(d) Maior dim (S + T) = 13 (R"? por completo).

4 G 43 ay a, a, 0 0
a a a a 0 a a 0
. V+WeVN W contém (2)1 A 0 82 3 .
A3, Q33 Ay ay; dyy
0 0 a a 0 0 0 a

43 Yy 44
dim (V + W) = 13 e dim (V N W) = 7; some para obter 20 = dimV + dimW.

. As linhas que passam por (1, 1, 1) e (1, 1, 2) t€tm V NW = {0}.

. Ainterse¢do dos espagos-coluna ¢ a linha que passa por y = (6, 3, 6):

1 5 | 30 ) 1 530 i
y=1|3 0 [1]: 0 1 [3 equivale [4 Blx=|3 0 0 1 5 =0.
2 4 0 2 2 4 0 2 3

Os espagos-coluna tém dimensao 2. Sua soma e interse¢do fornecem 3 + 1 =2 + 2.

111
F, FJ] |1 -1 1 -1

— 2 2|
E®E—M JJ_I 1 -1 1]
-1 -1 1

Ap =AU, ® IO N +(U® AL ® D+ ®I®A).



Solucdes para os exercicios selecionados

Conjunto de problemas B

1 ¢
1. e =0 1
00

g
<
I

SN S O =

2t
0 | = I + Bt desde que B> = 0. Também, ¢’ = [ + Jt.
0
00 01
4 0| (autovalores distintos); J = [ 0 O] (B tem A\ = 0, 0 mas posto 1).
0 6
0 010
0] (4 é diagonalizavel); J =|0 0 0] (autovetores (1, 0, 0) e (2, —1, 0)).
0 0O
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