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Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

No caso dos exemplos da aula passada obtivemos

Queda livre: % ~98—0,28v

Corujas e ratos: % = 0,5p — 450

Essas equacoes tém a forma geraly' = ay - b

Podemos usar metodos de calculo para resolver equacgoes diferenciais
deste tipo.....vejamos como...




Solucoes de Algumas Equacoes Diferencials [wiggz:3

Exemplo das corujas e os ratos

Para resolver a equacao diferencial Z_p = 0,5p — 450
t

usamos metodos de calculo, da seguinte forma:

dp dp/dt dp
— =0.5(p—-900 =0.5 = | 0.5dt
dt (p ) = p—900 ~ j 0 I

= In|p—900/=05t+C = |p—900|=e"*"C

= p-900=+e°¥e® = p=900+ke™, k=€ g/
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Desta forma a solugdo &€ p =900 + k et o




Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

Exemplo das corujas e os ratos

Obtivemos infinitas solucoes para nossa equacao (pois k € uma constante qualquer)!

d
d—IZ=O,5p—450 — =900+ keS¢

As solucdes (curvas integrais) para varios valores de k e direcoes do campo séo
apresentadas na figura
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Se escolhemos k=0
obtemos a solucao de
equilibrio (estacionaria)
Se escolhemos k @ 0 as
solucdes divergem com
0 passar do tempo t
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Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

Exemplo das corujas e os ratos

As equacOes diferenciais sempre apresentam infinitas solucdes (pois temos
iIntegracoes que fazem aparecer as constantes aleatorias)

Se conhecemos algum ponto da solucao (por exemplo uma condicao Inicial),
podemos identificar a solucéo unica para essa condicao

No nosso exemplo vamos supor que a populacéo inicial de ratos € 850 (p(0) = 850)

p =900 +ke®t =  p(0)=2850= 900 + k e° =  k=-50
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A solucao especifica para essa condicao inicial é: "wpZZ22222222222222222
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Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

Solucao geral
Para resolver as equacdes do tipo geral: y' = ay — b

utilizamos o seguinte procedimento de calculo:

dy
— = —— — ——F= | adt
dt a (y Cl) 2 a y— Q
Y~ a
= In y—ézat+c — y_é:eawc — y—é=+e“tec
a a a L
b
:y:a+keat k:iec
Onde k e uma constante que SO
Portanto a solucdo geral é: y(t) = — +ke® pode ser definida a partir de alguma

a iInformacéo do problema especifico
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Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

O problema do valor inicial

Como proceder quando temos uma condicao inicial?

y'=ay-b y(0) = Yo
Como sabemos a solucao dessa equacdo € y(t) = po + ket
. . . b 0 b
Utilizamos essa condi¢do para determinar k  y(0) =y, = p +ke” — k=y,— p

Desta forma a solucao especifica para nosso problema com essa condicao inicial é:

_b+ b at
J’—a Yo ae




Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

A solucao de equilibrio

Retornemos a questéo da solucao estacionaria

Para encontrar esta solugcao consideramos y=0 e (t) = b
obtemos y para essa condicao Yt) = a

| ) . . b b]
Vamos analisar a solucao geral gue obtivemos anteriormente |y = ps + Yo — p e

» Sey,=bla....
> Seyy,>bla ...
> Seyy,>bla ...
> Sey,<bla ...
> Sey,<bla ...

y € constante y(t)=b/a

e a>0...y cresce exponencialmente (ratos e corujas)

e a<0...y decal assimptoticamente a b/a (queda livre)
e a>0...y decresce exponencialmente (ratos e corujas)

e a<0...y cresce assimptoticamente a b/a (queda livre)




Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

Voltando ao exemplo da queda livre...
Vamos supor um objeto de 10 kg caindo em queda livre e consideremos o
coeficiente y=2 kg/s

dv

= —-98-0,2
dt v

Vamos supor que o objeto é solto de uma altura de 300 m
(a) Determine a velocidade em funcao do tempo

(b) O tempo até o impacto com o solo

(c) Sua velocidade no momento do impacto

Para responder a questao (a) é necessario resolver um problema de valor inicial

d
—=98-02v v(0) =0
dt




Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

Voltando ao exemplo da queda livre...

Utilizando a solucao geral...

_b+ b at —
y—a Yo ae = UV =

O grafico da dessa solucdo na figura do
campo de direcbes da equacao é

dv 9,8 —-0,2

— = J,0— ULV 3

dt v =49(1 — e™02) ;
’U(O) =0 Al]

Esta € a dependéncia da velocidade com o &
tempo.
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Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

Vamos responder as questoes (b) e (c)

Definimos s(t) como a distancia percorrida no tempo t

= s(t) =49t+245e %%t +C

= s(t) =49t + 245 e %%t — 245

1007

Se T € o0 tempo para 0 impacto se cumpre:
s(T) =49 T + 245 e~ %21 — 245 = 300

Resolvendo essa equacao (utilizando o
Solver) obtemos T = 10,51 s

20

v(10,51) = 49(1 — e~ %21051) ~ 43,01 m/s

Bl
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Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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http://www.eletrica.ufpr.br/p/professores:patricio:inicial

