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ODE nao Homogéneas. Coeficientes Indeterminados

INTRODUCAO

Vamos retornar a equacao nao homogénea
LIyl =53+ p() 2 + q(®)y = g(8) (1)
em que p, g e g sao funcdes (continuas) dadas em um intervalo aberto I.

A equacao ., ,
y' +p®)y +q(t)y =0 (2)

na qual g(t) = 0 e p e g sdo as mesmas funcdes da equacao (1) é chamada de
equacao homogénea associada a equacao (1).

Os dois teoremas a seguir descrevem a estrutura de solucdées da eguacao nao
homogénea (1) e fornecem uma base para a construcao de sua solucao geral.
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Teorema 1l

Se Y, e Y, sao duas solucbes da equacdo nao homogénea (1), entdo sua
diferenca Y, — Y, € uma solucdo da equacao homogénea associada (2). Se,
além disso, y, e y, formarem um conjunto fundamental de solucbes para a

equacao (2), entao
Y1 (1) = Y2(8) = c1y1(8) + c3y2(0) (3)

Para provar esse resultado, note que Y, e Y, satisfazem as equacgoes
LIY;](t) = g(t) LIY2](t) = g(t)
Subtraindo... LIK](®) = L[]0 = L[Y; - %](6) = 0

Entdo Y, — Y, € uma solucao da equacéao (2). Finalmente, como todas as solucdes
da equacao (2) podem ser expressas como uma combinacao linear das funcdes em
um conjunto fundamental de solugdes, a solugcdo Y, — Y, também pode ser
expressa nessa forma. Logo, a Eqg. (3) € valida e a demonstracao esta completa.
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Teorema 2
A solucao geral da equacao nao homogénea (1) pode ser escrita na forma

y(t) = c1y1(t) + ¢y, (t) + Y (¢) (4)
em que y, e vy, formam um conjunto fundamental de solugcoes da equacao
homogénea associada (2), ¢, e ¢, S0 constantes arbitrarias e Y € uma solucéo
particular da equacao ndo homogénea (1).

A demonstracao do Teorema 2 segue imediatamente do Teorema 1. Note que a
Eg. (3) permanece valida se Y; é uma solucéo arbitraria ¢ da Eq. (1) e Y, € uma
solucéo especifica Y da mesma equacao. Assim, da Eg. (3) obtemos

D(t) —Y(t) = c1y1(t) + c2y2(0)

que € equivalente a Eg. (4). Como ¢ € uma solucao arbitraria da Eqg. (1), a
expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (4) inclui todas as solucdes da
Eg. (1); é natural, portanto, chama-la de solucéo geral da Eq. (1).
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Resumindo

O Teorema 2 afirma que, para resolver a equacao ndo homogénea (1), precisamos
fazer trés coisas:

1. Encontrar a solucéo geral c,y,(t) + c,y,(t) da equacao homogénea associada.
Esta solucao € chamada, muitas vezes, de solucao complementar, e pode ser
representada por y.(t).

2. Encontrar uma Unica solucéo Y(t) da equacao ndao homogénea. Referimo-nos a
essa solucao, muitas vezes, como uma solucao particular.

3. Somar as duas funcdes encontradas nas duas etapas precedentes.

Ja vimos como encontrar y.(t) (pelo menos quando a equagao homogénea (2) tem
coeficientes constantes). Portanto focaremos nossa atencao em encontrar uma
solucao particular Y(t) da equacao nao homogénea (1).
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O Método dos Coeficientes Indeterminados

O metodo dos coeficientes indeterminados (ou a determinar) requer uma hipotese
Inicial sobre a forma da solucao particular Y(t), mas com o0s coeficientes nao
especificados.

Substituimos, entao, a expressao hipotética na Eq. (1) e tentamos determinar o0s
coeficientes de modo que a equacao seja satisfeita.

Se tivermos sucesso, teremos encontrado uma solucao da equacao diferencial (1)
e podemos usa-la como a solucéao particular Y(t).

Se nao pudermos determinar os coeficientes, I1Sso significa que nao existe solucao
da forma gue supusemos. Nesse caso, teremos que modificar a funcao proposta e
tentar de novo.
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Exemplo 1

Em geral o método dos coeficientes indeterminados é limitado a funcdes p e g
constantes e quando g(t) € uma funcao simples tipo polinomial, exponencial, senos
e cossenos (para as quais é facil adivinhar a forma da solucao particular)

Como exemplo vamos considerar a equacao: y" — 3y’ — 4y = 3e?t
Procuramos uma funcao Y tal que Y"(t) — 3Y'(t) — 4Y(t) seja igual a 3e.

Como uma funcéo exponencial se reproduz, supomos que Y(t) € algum multiplo de
e, ou seja, Y(t) = Ae? = Y'(t) = 24e%,Y"(t) = 4Ae?

substituido  4A4e?t — 64e?t — 44e?t = 3e?t © —64e*t = 3ett o A=—-1/2

Portanto, —6Ae? tem que ser igual a 3e%; logo, A = —1/2. Assim, uma solucao

particular é

1
Y(t) = —EQZt
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Exemplo 2
Encontre uma solucéo particular da equacao: y”" —3y'—4y =2sent

Como a funcao seno se reproduz, supomos que Y(t) =Asent
Y(t) =Asent > Y'(t) =Acost,Y"(t) = —Asent

substituido e agrupando... —Asent — 34 cost — 4Asent = 2 sen t

& (24 54)sent +3Acost =0
& cpsent+cpycost =0

Como a solucao tem que ser valida para todo t....

tem que ser valida emt =0 et = 11/2. Nesses pontos temos 3A=0e 2 + 5A =0,
respectivamente. Essas condicoes contraditorias significam que nao existe
nenhuma constante A que torne nossa proposta de solucao valida parat=0et =

/2, muito menos para todo t... i
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Exemplo 2

A aparicao de um termo em cosseno sugere gue modifiguemos nossa hipotese
original, incluindo um termo em cosseno em Y(t), ou seja,

Y(t) =Asent+ Bcost=>Y'(t) =Acost —Bsent,Y"(t) = —Asent — Bcost

Substituindo essas expressoes e agrupando termos, obtemos

(—Asent —Bcost) —3(Acost —Bsent) —4(Asent + Bcost) = 2sint
& (—54+ 3B)sent + (—3A —5B)cost = 2sent

& —54A4+3B=2,—34A—-5B=0

o A=-5/17,B = 3/17

: ~ . i -5 3
Agora sim, a solugao particular é: Y (¢) =—=sint +=cost
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Exemplo 3
Encontre uma solucéao particular da equacao:

Supomos que Y(t) seja um polindmio do mesmo grau que g(t)

y" —3y' —4y =4t% -1

Y(t) = At> + Bt + C=>Y'(t) =24t + B,Y"(t) = 24

substituido e agrupando...
24 —3(2At+B) —4(At* + Bt + C) = 4t* — 1

& —4At? — (6A + 4B)t + (24 — 3B — 4C) = 4t% — 1
& —4A =46A+4B = 0,24 — 3B — 4C = —1
o A=-1,B=3/2,C=-11/8

. . . 11
Obtemos assim a solucao particular... Y(t) = -t + %t Y
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Exemplo 4
No caso de produtos aplique o produto das solucdes ja conhecidas...por exemplo:

y" —3y' —4y = —8elcos2t
Supomos que Y(t) seja um produto de et com senos e cossenos:

Y(t) = Aetcos2t+ Belsen2t
Y'(t) = Aetcos2t — 2Aetsen2t + Betsen2t + 2Bet cos 2t
= (A+2B)etcos2t+ (—24+ B)etsen2t
Y"(t) = (A+2B)etcos2t —2(A + 2B)etsen2t + (—2A + B)etsen2t
+2(—2A+ B)etcos2t
= (=34 +4B)etcos2t+ (—4A —3B)etsen2t
Obtemos (apds substituir e A4 = 1—0 B = 2 = Y(t) = Eet cos2t+ iet sen2t
encontrarAe B) : 13 13 13 13
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Soma de funcoes

Suponha, agora, que g(t) € uma soma de dois termos (e ndo o produto), ou seja,
g(t) = g,(t) + g,(t), e suponha que Y, e Y, sao solugcoes das seguintes equacoes

y'+p®)y' +q@®)y = g1(t)
y'+p@®)y' +q®)y = g2(t)

Entdo Y, + Y, € solugao da equacao nao homogénea y”" + p(t)y' + q(t)y = g(t)

Exemplo 5. Considere a equacgdo: y” — 3y’ —4y = 3e*' + 2sent — 8e’cos2t

O que temos que resolver, separadamente, sdo as  y” — 3y’ — 4y = 3e4t
trés equacoOes a seguir e somar as solugoes (que y" — 3y’ —4y = 2sint
ja foram obtidas nos exemplos anteriores: y" —3y"' — 4y = —8e' cos 2t

1/1:—12’f+3 t 5't+10t 2t+2t'2t
()— 28 17COS 17SlI'l 136 COS 136 Sin b
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Soma de funcoes

Y(t) = 2t+3 t 5't+10t 2t+2t'2t
()— 26 17COS 17811‘1 136 COS 136 Sin
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Exemplo 6

Encontre uma solugao particular da equagao:  y” + 4y =3 cos2t

Tentamos:
Y(t) = Asen2t + Bcos2t = Y'(t) = 2Acos2t —2Bsen2t,Y"(t) = —4Asen 2t — 4B cos 2t

Substituimos na ODE e encontramos que:

(—4Asin2t —4Bcos2t) +4(Asin2t +Bcos2t) =3cos2t

(—4A+ 4A)sin2t+ (—4B +4B)cos2t =3cos2t
0=3cos2t

Nao existe uma solucao particular valida para todo t da forma A sen 2t + B cos 2t

Vamos tentar entender por que iSso aconteceu....

14
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Exemplo 6

Se procuram na aula de equacOes homogéneas nos vimos que a solucao da
equacao homogénea

era. y(t) =cicos2t+c,sin2t

Portanto nossa proposta de solucao particular é solucdo da equacdo homogénea e
nao da equacao nao homogéneal!!! (ela faz parte do conjunto de solucoes
fundamentais da equacao homogénea)

Precisamos uma funcao um pouco diferente. Nossa proxima tentativa de Y sera:

Y(t) =Atsin2t + Btcos2t

Y'(t) =Asin2t + 2Atcos2t+ Bcos2t — 2Btsin2t

Y'(t) =2Acos2t+ 2Acos2t —4Atsin2t — 2Bsin2t —2Bsin2t —4Btcos2t
=4Acos2t—4Bsin2t —4Atsin2t —4Btcos?2t

15
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Exemplo 6
Substituindo as derivadas na equacao original encontramos:

4Acos2t —4Bsin2t =3cos2t
>A=3/4,B=0

yit)=cosZ2t)-sinl2t+3t/Md sin22t)

3
=>Y(t)=Ztsin2t 61

SN2 B V- N - 10
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Resumo

Vamos resumir as etapas envolvidas em encontrar a solucao de um problema de valor inicial
consistindo em uma equacdo nao homogénea da forma ay” + by’ +cy = g(t) em que o0s
coeficientes a, b e ¢ sdo constantes, junto com um par de condic¢Ges iniciais dado:

1.Encontre a solucéo geral da equacdo homogénea associada.

2.Certifique-se de que a funcao g(t) pertence a classe de funcdes discutidas nesta secao, ou seja,
nao envolve outras funcoes aléem de exponenciais, senos, cossenos, polindmios ou somas ou

produtos de tais funcbes. Se néo for esse o caso, use o0 metodo de variagao dos parametros
(discutido na proxima secéao).

3.5e g(t) = g4t) + - - - + g,(t) ,ou seja, se g(t) &€ uma soma de n funcdes, entdao forme n
subproblemas, cada um dos quais contendo apenas uma das fungoes g,(t), ..., g,(t). O i-ésimo
subproblema consiste na equacéao ay” + by’ + cy = gi(t) em que i variade 1 an

17
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Resumo

4.Para o i-ésimo subproblema, suponha uma solugao particular Y,(t) consistindo na funcgao
apropriada, seja ela exponencial, seno, cosseno, polinomial ou uma combinacao dessas. Se
existir qualquer duplicidade na forma suposta de Y;(t) com as solucdes da equacao homogénea
(encontrada na etapa 1), entdao multiplique Y,(t) por t ou (se necessario) por t2, de modo a
remover a duplicidade.

5.Encontre uma solugao particular Y,(t) para cada um dos subproblemas. Entao a soma Y,(t) + -
-+ + Y, (t) sera uma solucgao particular da equacao nao homogénea completa

6.Forme a soma da solugao geral da equacao homogénea (etapa 1) com a solucao particular da
equacao nao homogénea (etapa 5). Essa é a solucao geral da equacao nao homogénea.

7.Use as condigOes iniciais para determinar os valores das constantes arbitrarias na solucao
geral.

18



ODE nao Homogéneas. Coeficientes Indeterminados

Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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