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CONTINUACAO
Ja vimos, na aula anterior, o problema de encontrar solucoes de

d’y dy Q(x) R(x)

Tz TP ——+ql)y =0 emquep(x) = P0x) q(x) = P ()

em que P, Q e R sdo polinbmios, na vizinhanga de um ponto ordinario x,. Supondo
gue a equacao tem, de fato, uma solucao y = ¢(x) e que ¢ tem uma serie de Taylor

y=$0) =) an(x—x)"
n=0
A propriedade mais importante que usamos na determinagao dos coeficientes a, (e
portanto para encontrar a solucao da equacao diferencial) € que podemos calcular
uma infinidade de derivadas das funcGes p e . Para isso € necessario supor que
as funcdes p e g sao analiticas em x,; OuU seja, que elas tém expansdes em série de
Taylor que convergem em algum intervalo em torno do ponto x, ou seja:
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p(x) =po + p1(x —x0) + -+ pp(x —x0)" + -+ = z Pn(x — xp)"

a0 = Go + Q1 (x = x0) + +++ qu(x = x)" + = ) (¥ = x0)"
n=0

Com essa ideia em mente, podemos generalizar as definicées de ponto ordinario
e _ponto singular da seguinte maneira: se as funcoes p = Q/P e q = R/P forem
analiticas em X, entdo o ponto X, sera dito um ponto ordinario da equacéo
diferencial; caso contrério, ele ser4 um ponto singular.

Vamos agora considerar o intervalo de convergéncia (onde ela e valida).

Se néo é possivel encontrar uma expressao para o coeficiente geral a, em funcao
de n (como vimos na aula anterior), essa questao pode ser respondida
Imediatamente, para uma classe ampla de problemas, pelo teorema a seguir:
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TEOREMA 1

d? d
Se X, for um ponto ordinario da equacéo diferencial P(x) d_x)z] + Q(x) d—i] + R(x)y =0

ou seja, se p = Q/P e q = R/P forem analiticas em X, entao a solucédo geral da
equacao sera: o

y() = ) an(x = x0)" = agy; () + @12(%)

n=0

em que a, € a, sao arbitrarios, e y, e y, sdo duas solu¢gdes desenvolvidas em seéries
de poténcias que sao analiticas em X,,.

As solucbes y, e y, formam um conjunto fundamental de solucdes. Alem disso, 0
raio de convergéncia de cada uma das solucdes em serie y, e y, é pelo menos tao
grande guanto o menor dos raios de convergéncia das séries para p e q.

Como encontrar os raios de convergéncia de p e q7?
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TEOREMA 1
Isso pode ser feito de duas maneiras.

1. Novamente, uma possibilidade é calcular as séries de poténcias para p e g e
depois determinar seus raios de convergéncia usando um dos testes de
convergéncia para séries infinitas.

2. No entanto, existe um modo mais facil guando P, O e R sdo polinOmios sem
fatores comuns, pode ser demonstrado que, nesse caso, as razoes Q/P e R/P
sdo_analiticas _em torno _de um ponto X,_se P(x,) # 0 e que o raio de
convergéncia da série de poténcias para Q/P e R/P em torno do ponto x, €
exatamente a distancia de X, até o ponto mais préoximo onde P(x) = 0. Ao
determinar essa distancia, precisamos lembrar que P(x) = O pode ter raizes
complexas, e estas também tém que ser levadas em consideracao.

Vejamos alguns exemplos: 5
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Exemplo 1
Qual é o raio de convergéncia da série de Taylor para (1 + x?)~t em torno de x, = 0?

Um modo de proceder é encontrar a série de Taylor em questéo, a saber:
1
1+ x?

utilizando o teste da razao...

=1—x?+x*—x+--+ (D" 4+

(_1)n+1x2n+2

T 2
D |~ lim x° < 1, for |x| < 1

n—-0o

lim

n—0o

pode-se verificar que p = 1.
Outra abordagem seria notar que os zeros de 1 + x? sdo X = i. Como a distancia de
0 ai, ou a-i, no plano complexo € 1, o raio de convergéncia da série de poténcias

emtornodex=0¢ 1. 6
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Exemplo 2
Qual é o raio de convergéncia da série de Taylor para (x? — 2x + 2)~1 em torno de X,
=0 e emtorno de x,=17

Em primeiro lugar, note que (x? —2x+2)"1=0

tem solugbes x =1 % 1i.
A distancia de x = 0 a x=1+i, ou a x=1—i, no plano complexo é /2; logo, o raio de

convergéncia da expansdo em série de Taylor ¥°_, a,,x™ em torno de x = 0 é /2.

E para x,=17?
A distancia no plano complexo de x=1 a x=1+i, ou a x=1-i, € 1; logo, o raio de
convergéncia da expansao em série de Taylor )., b,x" emtornodex=1¢€1
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Comentario

Se tivessemos aplicado nosso Teorema 1 as solugcbes em série da equacao de Airy
dos exemplos 2 e 3 da aula anterior, teriamos obtido que elas convergem para
todos os valores de X, ja que, em cada um dos exemplos, P(x) = 1 e, portanto,
nunca se anula.

Uma solucéo em série pode convergir para outros valores de x, além dos indicados
pelo raio de convergéncia do Teorema 1, de modo que o teorema fornece, de fato,
apenas uma cota inferior para o raio de convergéncia da solucdo em série. Isto
pode ser ilustrado pelos polindbmios de Legendre, que satisfazem a equacao de
Legendre dada no proximo exemplo...
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Exemplo 3

Determine uma cota inferior para o raio de convergéncia das solucdes em séerie em
torno de x, = 0 da equacao de Legendre

(1—x%)y"—2xy'+ala+1)y=0 a é uma constante

Temos que P(X) = 1-x2, Q(X) = —=2x e R(xX) = a(a+1) sdo polinbmios e que 0S zeros
de P, a saber, x =+ 1, distam 1 de x, = 0.

Logo, uma solucdao em série da forma ), -, a,x™ converge pelo menos para |x| < 1
e, possivelmente, para valores maiores de X.

De fato, pode-se mostrar que, se a for um inteiro positivo, uma das solucoes em
Série terminara apds um numero finito de termos e, portanto, convergira para todo X
e nao apenas para |x| < 1.

Por exemplo, se a = 1, a solucéo polinomial é y = x. Veja 0os problemas propostos de
22 a 29 para uma discussao mais completa da equacao de Legendre.
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Exemplo 4
Determine uma cota inferior para o raio de convergéncia da solucdo em serie da
equacao diferencial em torno do ponto X, = 0 e em torno do ponto x, = -0,5.

(1 —x2)y" —2xy" +4x%y =0
Novamente, Q, P e R sao polinomios e P tem raizes x = #i

A distancia no plano complexo de -0,5 ate i e /1 +i = g

Assim, no primeiro caso a série ).,—,a,x"™ converge pelo menos para x| <1 e, no
L. 1\" 1 V5
segundo, a série ), b, (x + E) converge pelo menos para ‘x + E‘ <
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Comentario

Uma observacéo interessante que podemos fazer sobre esta equacdo (1 — x?)y” —
2xy’ + 4x*y = 0 segue do Teorema 1 da aula 3.2 e do Teorema 1 desta aula.
Suponha que sao dadas as condic¢oes iniciais y(0) =y, e y'(0) = Y'.

Como 1 + x? # 0 para todo x, sabemos, do Teorema 1 da aula 3.2 , que o problema
de valor inicial tem uma unica solucao em —» < x < « (para todo Xx).

Por outro lado, o Teorema 1 desta aula garante apenas uma solucao em série da
forma )., - apx™ (com a, =Yy, 8; = Y,) apenas para—-1<x<1

Como se explica? Ao final existe ou nao a solucao para todo x?

A resposta € que a solucao unica no intervalo —» < x< « pode nao ter expansao em
séries de poténcias em torno de x, = 0 que convirja para todo x.
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Exemplo 5

Podemos determinar uma solucédo em série em torno de x = 0 para a equacao
diferencial? e se for o caso, qual € o raio de convergéncia?

y" + (sinx)y’ + (1 +x%)y =0

Para essa equacao diferencial, p(x) = sen x e g(X) = 1 + x? portanto p(x) ndo é
polinomial!

Mas lembre-se, do Célculo, de que sen x tem uma expansao em série de Taylor em
torno de x = 0 que converge para todo Xx.

Além disso, g também tem uma expansao em série de Taylor em torno de x = 0, a
saber, g(x) = 1 + X2, que converge para todo x.

Portanto, a equagcao tem uma solugcdo em serie da forma ), -,a,x", com a, € a,
arbitrarios, e a serie converge para todo x (o raio de convergéncia € infinito).
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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