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INTRODUCAO

Vamos considerar agora o problema de resolver a equacao geral linear de
segunda ordem a seguir (e ndo uma especifica como a de Euler) em uma

vizinhanca de um ponto singular reqular X = Xq
dZ
dx?

Vamos supor, por conveniéncia, que X, = 0

P(x)—+ Q(x) + R(x)y =0

Isso significa que:

X R(x
X ggxi = xp(x) e  x? ngi = x%q(x) sdo analfticasem x = 0
O que por sua vez significa que podem ser decompostas em série de Taylor:

xp(x) = Z px™ e x%q(x) = z qnx" convergem em |x| < p




TRANSFORMANDO A EQUACAO DIFERENCIAL

Para fazer com que as funcbes xp(x) e x?g(x) aparecam explicitamente na
equacao diferencial, € conveniente dividi-la por P(x) e depois multiplica-la por x2,
obtendo

x?y" + x[xp(O)]y" + [x*q )]y =
Substituindo as funcoes em colchetes pelas suas seéries de poténcias:
xp(x) = Y=o PnX" x?q(x) = X3=o qnx"

Obtemos nossa equacéao diferencial transformada:

x2y" +x(po + p1x +px® + )y +(qo + q1x + g2x* + )y =0

Veja que, se todos os coeficientes p,, e g,, forem nulos, com a possivel excecéo de
Py € g, Obtemos a equacéao de Euler

x%y" + poxy' + qoy = 0



TRANSFORMANDO A EQUA(}AO DIFERENCIAL
Em geral, alguns dos coeficientes p,, e g,, h 2 1, n&o sao nulos.

Entretanto, o carater essencial das solucoes da equacao diferencial transformada
é idéntico ao das solucbes da equacéao de Euler.

A presenca dos termos p;X + - - - + p X+ - € g X+ - - -+ QX + -
sO complica os calculos.

Vamos restringir nossa discussao principalmente ao intervalo x > 0. O intervalo x <
O pode ser tratado, como para a equacao de Euler, pela mudanca de variavel x =
—¢ e posterior resolucao da equacao resultante para ¢ > 0.

Os coeficientes da equacao diferencial transformada sao “coeficientes de Euler”
multiplicados por seéries de poténcias. Para deixar isto evidente, vocé pode
reescrever o coeficiente de y' como:



TRANSFORMANDO A EQUACAO DIFERENCIAL

PoX[L + (P1/Po)X + (P2/P)X* + - = = + (P P)X™ + - - -]
e analogamente para o coeficiente dey.

Por este motivo, pode parecer natural, entdo, procurar solucoes na forma de
“solucdes de Euler” multiplicadas por uma série de poténcias.

Supomos, portanto, que
y(x) = x"(ag + a;x + a,x? + ) = z a,x" " paraay #0 x>0

n=0
em que a, # 0. Em outras palavras, r € o expoente do primeiro termo néo nulo da
Série, e a, é seu coeficiente




TRANSFORMANDO A EQUA(}AO DIFERENCIAL
Como parte da solucao, temos que determinar:

2
1. Os valores de r para os guais a equacao P(x) % + Q(x) % + R(x)y=0
tem uma solugéo da forma y(x) = x"(ag + ayx + azx* + ) = Ypgapx’ "

2. Arelacao de recorréncia para os coeficientes a,,.
3. O raio de convergéncia da série ).,y a,x™.

A teoria geral foi construida por Frobenius e é razoavelmente complicada. Em vez
de tentar apresentar essa teoria, vamos supor, simplesmente, que existe uma
solucao da forma especificada. Em particular, vamos supor que qualquer série de
poténcias (solucao) tem raio de convergéncia nao nulo e vamos nos concentrar
em mostrar como determinar os coeficientes em tal série. °




EXEMPLO 1

Resolva a equacéo diferencial 2x%y" —xy'+ (1 +x)y=0
~ X 1+x

Reescrevemos a equacao na forma: x2y" — Ey’ + Y = 0

E facil ver que x = 0 € um ponto singular da equac&o acima (é sé dividir por x2

0QeoR)
Para saber se ele é regular analisamos:

_ X 1 ., f(1+x 1
hmx(—ﬁ) =—§ < 0 e chl_rgx 22 =§ < 0

x—0

Como xp(x) = —1/2 e x2q(x) = (1 + x)/2 o ponto x=0 é regular.

Como € regular temos que:  xp(x) = Z px" x2q(x) = 2 qnx"
= n=0



EXEMPLO 1

~ 14+x , .
Mas observando nossa equacao x?y" —=y' + —=vy = 0 vemos que destas séries
y' =y +—y

xp(x) = z Ppx™ x%q(x) = z qnx™
n=0 n=0

SO temos os termos , p, = -1/2 q, = 1/2, q, = 1/2 e todos os outros coeficientes p,

e (,, sao nulos
Portanto a equacéao de Euler correspondente (sem o q,) é:

x2y" +poxy' +qy =0 ©  2x%y" —xy'+y=0
Lembre que o método que aplicamos (ja descrito) utiliza as solucoes das equacoes
de Euler multiplicadas por polinoOmios! Por isso identificamos primeiro a qual
equacao de Euler nossa equacao mais geral corresponde...



EXEMPLO 1
Seguindo nosso metodo, vamos supor agora que existe uma solucéao da formay =
Y oapx"t™ portanto, y' e y” sdo dados por

00

y(x) = z apx™ y'(x) = z a,(r + n)x"t1

n=0

=0
y'(x) = 2 a,(r +n)(r+n—1)x"tn"2

n=0
Substituindo as expressoes para y, y' e y" nha nossa equacao (aquela inicial que
gueremos resolver por este metodo):
2x%y" —xy'+ (1 +x)y =0

Obtemos:




SOLUCAO PERTO DE UM PONTO SINGULAR REGULAR

EXEMPLO 1

Obtemos:

Z 2a,(r+n)(r+n—1)x"" — Z a,(r +n)x™" + 2 a,x" " + 2 a,x"ttl =0
n=0 n=0 n=0 n=0

ou (deslocando o indice da ultima somatoria)...

0.0)

z 2a,(r+n)(r+n—1)x"" — z a,(r +n)x"" + Z a,x" " + Z Ap_1x" T =0
n=0 n=0 n=1

n=0

Como esta eguacao tem que ser satisfeita para todo X, o coeficiente de cada
poténcia de x nela tem que ser zero. Como o0s indices estdo deslocados

precisamos primeiro deixar em evidencia o coeficiente de x'...e depois 0s outros... .




EXEMPLO 1

Assim deixamos em evidencia o coeficiente perante X' e 0S outros termos agora
saem diretamente das somatorias (que tem seus indices alinhados a partir de n=1)

agl2r(r—1) —r+1]x" + Z{an[Z(r +n)(r+n—1D)—-(r+n)+1]+a,_Jx" =0

n=1
Como todos estes coeficientes tem que ser iguais a zero, segue que...
agl2r(r—1)—r+1] =0

a,2r+n)r+n—-1)—(r+n)+1]+a,_; =0 n=12,..

Como a, sempre sera diferente de zero pela sua definicdo (veja o slide 5!)
temos que:
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EXEMPLO 1 L
a2r(r—1)—-r4+1]=0 & 2r2-3r+1=2r—-1)(r—-1) =0

Esta equacao € chamada de equacao indicial da nossa equacao diferencial original
2x%y" —xy'+ (1 +x)y = 0.

Note que a equacao indicial é exatamente a equacao polinomial que obteriamos
para a equacdo de Euler 2x“y” — xy’ + y = 0 associada a nossa equacao original
(lembrando: essa equacao polinomial era obtida substituindo y=x" na equacao
diferencial).

As raizes da equacao indicial séor, =1, r, =%
Esses valores de r sdo chamados de expoentes na singularidade para o ponto

singular regular x = 0. Eles determinam o comportamento qualitativo da solucao na
vizinhanca do ponto singular. 2




SOLUCAO PERTO DE UM PONTO SINGULAR REGULAR

EXEMPLO 1
Ainda nos falta lidar com os outros coeficientes da série...

a,l2r+n)r+n—-1)—-(@r+n)+1]+a,_; =0

de onde...
0 = — An—1
" 2r+n)r+n—-1)—-(@r+n)+1
_ An-1
2r+n)?2 —-3(r+n)+1
An-1
= — n=>1

12(r +n) — 1][(r + n) — 1]

Esta relacao de recorréncia permite calcular os coeficientes a, se conhecemos 0s
a,, portanto, como conhecemos 0S a, (as duas raizes da equacao indicial)

podemos construir duas solucoes...vamos fazer isso.... .




SOLUCAO PERTO DE UM PONTO SINGULAR REGULAR

EXEMPLO 1
Vamos comecar com a primeiraraizou sejar=r,; =1

Ap—
Aplicando arelacao  an = — 20+ 1) — f] [1(r ) = 1] nz1

Parar=1 obtemos... g, =— dn-1 ___ Yn n>1
[2(1+n) —1][(1 +n) — 1] (2n+ n
Ao
a, = ——
Portanto... Bdll o
2TTE 2T B A 2) o (—=1)"a, .
2 _ %o " (3-5-7Cn+D)n!’

BT 3T T B 5-)(1-2-3)
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EXEMPLO 1

Desta forma, parar =r; = 1 e x>0 uma solucao da nossa equacéao diferencial é:

(00 (00] 1
V1 (x) = z X = agx + Z (=1)"ayx™*
o " n=1(3-5-7---(2n+1))n!

N (-1)"x"
1+;(3-5-7---(2n+1))n!

= ApX

De fato podemos omitir a constante multiplicativa a, (pois sabemos que as
combinacoes lineares também sao solucbes) entao esta primeira solucao fica:
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EXEMPLO 1

Desta forma, parar =r; = 1 e x>0 uma solucao da nossa equacéao diferencial é:

N (—1)"x"
1+;(3-5-7---(2n+ 1))n!]

Qual é o raio de convergéncia?

y1(x) =x

Para determinar o raio de convergéncia usamos o teste da razao:

(3 5:7-- (2n+1))n! (_1)n+1xn+1

(3:5:-7--(2n+1)(2n+3))(n+ D! (-)"x"
| x|

li =0<1
nsos 2n+3)(n+ 1)

Esta condicao é valida para todo x. Logo, a série converge para todo x e p=w 16

n+1
An4+1X

lim

n—>00

a,x"

n—)OO




EXEMPLO 1
Vamos agora analisar a segunda raiz ou sejar =r,= 1/2
An-1
Aplicando arelagdo %= "G+ 1) —1[(r + 1) — 1] nzl
Para r=1/2 obtemos... a, =— Tni —o—ml Tl s
2G+n)-1][G+n)-1]  am(n-g) "D
Portanto... “ 7 1.1
a, = e 20 (—=1D)"a
27 237 (1-2(@1-3) a, = . n =1
L Ao ((1-3:5)2n—1))n!
; —

3.5 (1-2-3)(1-3-5)
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EXEMPLO 1
Desta forma, para r = r, = 1/2 e x>0 a segunda solucdo da nossa equacao

diferencial é:

> ( 1)’na xn+1/2
x) = X7 = a, x1/2 4+
y2(%) 2 £i(1-3-5(2n—1)n!

B ( 1)7’1 n
1+Z(1 3.5 (Zn—l))n!]

= a, x1/2

Novamente (e pelos mesmos motivos ja assinalados) omitimos a constante
multiplicativa a, de forma que a segunda solucao fica:

18



EXEMPLO 1
Parar =r, = 1/2 e x>0 a segunda solucao da nossa equacao diferencial ficou:

N (—D)"x"
1JF7ALZ:1(1-3-5---(2n—1))71!]

V2 (x) = x*/

Qual é o raio de convergéncia?

Para determinar o raio de convergéncia usamos novamente o teste da razao:
(1-3-5--(2n—1))n! (—1)"+1xn+1

(1-3-5-2n—-1)2n+1))(n+ 1! (—-1)"x"
| x|

= li =0<1
1ﬁ2L(2n-+])(n-+])

n+1
An+1X

lim
Nn—>00 'n—)OO

a,x"

Esta condicao é valida para todo x. Logo, a série converge para todo x e p=w 16




SOLUCAO PERTO DE UM PONTO SINGULAR REGULAR

EXEMPLO 1

Finalmente, como y,(X) e y,(x) se comportam como X e x'2, respectivamente, perto
de x = 0, elas sao linearmente independentes e portanto formam um conjunto

fundamental de solucoes. Entéo a solucao geral da nossa equacéo é:

y(x) = c1y1(x) + cpy,(x) x>0

Em que y,(X) e y,(X) sao dadas por:
> —1\x "
R QU
£ (3-5-7-(2n+1))n!

N (—1)"x"
1+;(1-3-5°"(2n—1))n!]

y1(x) = x

V2 (x) = x*/
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COMENTARIOS

No exemplo precedente escolhemos o ponto singular como sendo x = 0, mas no
caso mais geral este ponto pode ser diferente de zero, X = X,, € teremos que lidar
com expressoes do tipo (x-x,). Neste caso a decomposicao em série das duas
solucoes fica com a forma:

00

y(x) = (= x0)" ) a (x = xo)"

n=0

No entanto, assim como uma equacao de Euler pode nao ter duas solucdes da
forma y = X, uma equacao geral com um ponto singular regular pode nao ter duas
solucdes como as estudadas aqui. Em particular, se as raizes r, e r, da equacao
indicial forem iguais ou diferirem so por um inteiro, entdo a segunda solucéo tera,
normalmente, uma estrutura mais complicada. Em todos os casos, no entanto, é
possivel encontrar pelo menos uma solucao das formas estudadas aqui ”



SOLUCAO PERTO DE UM PONTO SINGULAR REGULAR

COMENTARIOS

Se as raizes da equacao indicial forem complexas, entdo elas nao poderao ser
Iguais nem diferir por um inteiro, de modo que sempre existirao duas solucoes da
forma estudada aqui. E claro que essas soluces serdo funcdes complexas de x.
No entanto, como para a equacao de Euler, & possivel obter solucdes reais
tomando as partes real e imaginaria das solucdes complexas.
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SOLUCAO PERTO DE UM PONTO SINGULAR REGULAR

Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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