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SOLUCAO PERTO DE UM PONTO SINGULAR REGULAR PII '

INTRODUCAO
Retomando, temos o ponto X = X, que € um ponto singular regular da equacéo:

x?y" + x[xp(x)]y" + [x*q(x)]y = 0

em que:
xp(x) = z px™ e x%q(x) = z qnx™ convergem em |x| < p
n=0 n=0
e a equacao correspondente de Euler é: x%y" + poxy’ + qoy =0

e assumimos que as solucdes tém a forma:

0.0)

y(x) = ¢(r,x) = z a,x" " paraag #0 x>0

n=0
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INTRODUCAO

Logo calculamos as derivadas
y(x) = ) apx™™" y'(x) = ) ap(r+n)x™"
y"(x) = a,(r +n)(r+n—1)x"tn2

E substituimos elas na equacéo diferencial, obtendo a equacéao a seguir:
(00

z a,(r+n)(r+n—1x"" +

n=0
(0]
z a,(r+n)x™"
n=0

0.0)

[z PnXx"

n=0

_|_

Y qnxn] [z anxm] i
n=0 n=0
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INTRODUCAO
Os produtos de series dessa equacao podem ser desenvolvidos assim:

[Z pnx”] [Z an(r +n)x™™" Z qnx"]

= [po + p1x + -+ ppx™ + - lagrx” + a,(r + D™ + -+ a,(r +n)x™ + ] +
[qo + q1x + -+ qux™ + - J[apx” + a;x" T+ -+ a4 ]

co

E @, x "

n=0

_|_

= [poaor + qoaolx” + [poa,(r + 1) + pragr + qoay + grap]x™ 1 + - +
lpoa,(r +n) + pray_1(r+n—1) 4+ +ppapr +qoa, +q1a,-1 + -+ qnaplx

= [ao(por + qo)1x" + [ag(p1r + q1) + a1 (po(r + 1) + qo)Ix™ 1 + - +
[ag(Pnr + @) + -+ a1 (1 (r +n—1) + q1) + an(po(r +n) + go)]x™™ + -

De forma que equacao diferencial com estes produtos desenvolvidos fica:

rin + .
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INTRODUCAO

’”] LZ;) a,(r + n)x" | + ] lz anx”"] =

= + [ag(por + qo)]x" + [ag(p17 + q1) + a; (Do (r + 1) + go) ] + -+

+Hao(pur +q) + -+ a1 (p1(r+n—1) +q1) + a,(po(r +n) + q)]x™™ + =0

=laq( + por + gollx” + [ag(p17 + q1) + ay( +po(r + 1) + go)]x™t1 + -
+[a0(pnr + qn) + A1 (Pn—1 (r + 1) T+ Qn—l) + e an_l(pl(r +n — 1) -+ ql)
+ an( +po(r + 1) + qo)]a ™ + =0

Se definimos a funcdo F(r) = (r(r — 1) + por + qo) podemos escrever esta
equacao de forma mais compacta...
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EQUACAO INDICIAL

=[ag(r(r = 1) + por + qo)1x" + [ag(p17 + q1) + a1 (r(r + 1) + po(r + 1) + qo)]a™ " + -
+[ao(Pn7” +qn) ta;(pp1(r+ 1) +qu1) + -+ a1 (p1(r+n—-1)+qq)

+ an((r +n)(r+n—-1)+p,(r+n) + qo)]x’”“" +.-=0

F(=(r(r —1) + por + qo)

00 n-—1
Assim: aoF (r)x" + Z {anF(r +n) + z a[(r+ K)p,—i + an]}x”" —
k=0

n=1

Como na aula passada, para que esta equacao seja satisfeita para todo x > 0, o
coeficiente de cada poténcia de x tem que ser igual a zero

Como a, # O (por definicdo, veja a aula passada) o termo envolvendo X' leva a
equacao F(r) = 0. Essa equacao é nossa chamada eguacao indicial; note que é
exatamente a equacao gue obteriamos procurando por solucdes da formay = x" da

equagao de Euler. F(r) =r(r —1) + por + g = 0 6
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RELACAO DE RECORRENCIA

Vamos chamar as raizes da equacao indicial de r, e r,, com r; 2 r, se as raizes
forem reais.

Lembrando que as raizes r, e r, sdo chamadas de expoentes na singularidade;
elas determinam a natureza qualitativa das duas solucdées em uma vizinhanca do
ponto singular.

Vamos agora generalizar o método estudado na aula passada para poder incluir
todas as possiveis raizes da equacéao indicial.

Mas antes, ainda temos a relacao de recorréncia, que se obtém, igualando a zero
0s coeficientes de x™" da equacao anterior, ou seja:

n—1

a,F(r +n) + ap|l(r + K)pp_rx +qi] =0 n=>1
k=0
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RELACAO DE RECORRENCIA E A PRIMEIRA SOLUCAO

anF(r+n)+2ak[(r+k)pn_k+qk]=0 n=>1
k=0
A relacao de recorréncia mostra que, em geral, a,, depende do valor de r e de todos
os coeficientes anteriores a,, a4, - . . , &,-1.
Ela mostra, também, que podemos calcular sucessivamente os valores de a,, a,, .
., a, ...emfuncio de a, e dos coeficientes (p,, e q,,) das séries para xp(x) e para
x2q(x) desde que F(r+ 1), F(r+2),...,F(r+n),...nao sejam nulos (veja acima).

Os unicos valores r para 0s quais F(r) = 0 séo as ral'zes r=r;,er=r, COMo ry r,,
segue quer, +nnéoéigualar, nemar, sen =1 e portanto sabemos que é 0.
Portanto, F(r, + n) # 0 para n 2 1 e teremos como encontrar os coeficientes a,,.
Logo, sempre poderemos determinar uma solucéo da forma Y}, a,x"*", a saber,

(00]

1+ Z an(rl)x"‘ a, =1 x>0

n=1

yi(x) = x™
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RELACAO DE RECORRENCIA E A SEGUNDA SOLUCAO

(0.0]

1+ Z a, (r)x"

n=1

Nesta expressao yp(x) = x™ ag =1 x>0

Introduzimos a notacao a.(r,), para indicar que a, foi determinado utilizando r =r;
na relacao de recorréncia.

Para especificar a constante arbitraria na solucao, foi feita a escolha de a; como
1 (que é irrelevante, pois procuramos todas as combinacdes lineares).

Vamos agora analisar a segunda solucao tentando utilizar r,.

Se r, nao for igual a r, e se r; — r, nao for um inteiro positivo (n), entado r, + n sera
diferente de r, para todo valor de n 2 1 (lembrando que definimos r,>r,)..pense!
Ouseja,ser,#r,er,-rpznparan>1,entdaor,+n #r, paratodon>1

Portanto, F(r, + n) # O (ou seja, nao se anula) e sempre poderemos encontrar os
coeficientes da série e obter uma segunda solugcao como no caso da primeira.... 0
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CONVERGENCIA DAS SOLUCOES

co

1+ z an(rz)x"],ao =1,x>0

n=1

y2(x) = x"2

Nesta expressao introduzimos a notacéo a,(r,), para indicar que a, foi determinado
utilizando r =r, na relacao de recorréncia.

Da mesma forma que para as solugcdes em série em torno de um ponto ordinario,
discutidas na aula 5.3, y,(x) e y,(x) convergem, pelo menos no intervalo |x| < p em
gue ambas as séries para xp(x) e x?q(x) também convergem.

Dentro de seus raios de convergéncia, as series de poténcias f(x) =1+
Y1 an(rpx™ e gx) =1+ Y-, a,(rp)x™ definem funcdes analiticas em x = 0.
Isso significa que, o comportamento singular das funcoes y, e y,, se existirem, sera
devido aos fatores x™ e x™2 que multiplicam essas duas funcdoes analiticas. 10
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CONVERGENCIA DAS SOLUCOES

A sequir, para obter solucoes reais para x < 0, podemos fazer a substituicao x = —
¢ com ¢ > 0. Lembrando nossa discussao sobre a equacao de Euler, basta
substituir x™ e x"2 por [x"t|e|x"2|, respectivamente.

Finalmente, note que, se r; e r, forem numeros complexos, entao serao,
necessariamente, complexos conjugados e r, # r; + n para qualquer inteiro
positivo n.

Assim, nesse caso sempre podemos encontrar duas solucoes em série da forma
dos slides anteriores, no entanto, elas sao funcées complexas de x.

Solucdes reais podem ser obtidas tomando-se as partes real e imaginaria das
solucdes complexas (como ja explicado).

Antes de vermos um exemplo, alguns comentarios:

11
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COMENTARIOS

E importante lembrar que r, e r,, 0s expoentes no ponto singular, sdo faceis de
encontrar e que eles determinam o comportamento gualitativo das solucoes. Para

calcular r, e r,, basta resolver a equacao indicial de segundo grau...

F(r)=r(r—1)+pegr +qo =0

po = limxp(x) e gy, = lim x? q(x)
X

-0 x—0

cujos coeficientes sao dados por

Note que esses sao exatamente os limites que precisam ser calculados para
classificar o ponto singular como ponto singular regular; assim, em geral, eles ja

foram determinados em um estagio anterior do exercicio.

12
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COMENTARIOS

Além disso, se x = 0 € um ponto singular regular da equacéao

d?y

dx?
em que as funcdes P, Q e R sdo polinbmios, entdo xp(x) = xQ(x)/P(x) e x2q(x) =
x?R(x)/P(x). Logo,

dy
P(x) + Q(x)a +R(x)y =0

= lim x Q(x) e = lim x? R(x)
Po x-0 P(x) o x-0  P(x)

Finalmente, had que lembrar que os raios de convergéncia das series que
representam as solugdes (y, e y,), sao pelo menos, iguais a distancia da origem
ao zero mais proximo do polindmio P(x) (diferente do préprio x = 0).

Vamos resolver um exercicio como exemplo.

13
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EXEMPLO 1

Vamos estudar as solucdes da equacao a seqguir perto dos pontos singulares
2x(1+x)y"+(B3+x)y' —xy =0

d?y d

Esta equacao é dotipo  P(x) Ix? + Q(x) 2: + R(x)y =0

dx
Comparando vemos que P(x) =2x(1 +x), OX)=3+x e R(x) ==X
Para identificar os pontos singulares claramente, reescrevemos a equacao assim:

3+ x , X

— = (
2x(1+ x) B 2x(1 + x) Y

y” +

Evidentemente, os pontos X = 0 e X = —1 sao 0s Unicos pontos singulares.

14
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EXEMPLO 1 2x(1+x)y"+(B3+x)y' —xy =0

Vamos comecar com o primeiro ponto singular x=0.
Para saber que tipo de ponto singular € aplicamos o critério dos limites...
Para o ponto x=0 temos:

. 34+ x 3 < I 5 —X 0 <
— —_— — (00 = = (0.0)
Po = 200 2x(1+x) 2 ¢ =AY %1+ x)

Logo, como o limite € finito ele é regular

Agora vamos a equacao indicial...ela é: Fr)y)=r(r—1)4+pegr+qo=0
. 3

Que no nosso caso fica: r(r-1) +§ r=0

Os expoentes no ponto singular 2r(r—1)+3r=20

sao as raizes desta equacao que 2r+1r =0

sao 0 e -1/2 pois: r2r+1) =0 15
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EXEMPLO 1 2x(1+x)y"+(B3+x)y' —xy =0

Como as raizes (0 e -1/2) nao sao iguais nem diferem por um inteiro, existem duas
solugdes da forma y, ,(x) = x"2[1 + X5 a,(r2)x™| que ja vimos, ou seja:

" ian(_;)xn]

n=1

yi(x) =1

1+ Z an(O)x"] v, (x) = x~1/2

n=1

em que os coeficientes a, s&o obtidos a partir da relacao de recorréncia

Sobre a convergéncia:

Uma cota inferior para o raio de convergéncia de cada série € 1, que € a distancia
da origem x = 0 até x = —1, que é o unico zero de P(x) que conta, (lembrando que
se excluem desta conta as raizes de P(x) que forem iguais a zero).

Note que a solucéo y,(x) permanece limitada quando x — 0 (veja a série) e é, de
fato, analitica ai; a segunda solucédo y, torna-se ilimitada quando x — 0O (os
colchetes sdo sempre analiticos, como ja vimos).

16
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EXEMPLO 1 2x(1+x)y"+(B3+x)y' —xy =0

No caso do ponto x = -1 ele também é um ponto singular regular, pois lembrando
0S comentarios no slide 21 da aula 5.5 sobre expressoes do tipo (X-x,)...temos:

lim (x + 1) S+ x 1< lim (x + 1)2 —— 0 <

= = — 0 = — 0.0)

Po= 0V 2x(1 + x) o= S5 2x(1+ x)

Neste caso a equacao indicial é: Fr)y=r(r—1)4+pygr+qo =0
r(r—1)—r=0 r’—=2r=0 © rr—-2)=0 © n=2 nrn=0

As raizes da equacao indicial saor, =2er, =0.
Estas raizes diferem por um inteiro positivo (0 numero 2).

Assim, no ponto singular x=-1, no caso da maior raiz (r,=2) sabemos que existe
uma solucao da forma y;(x) = x™ |1 + Y.-, a,(r)x™], vamos escrever ela... 17
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EXEMPLO 1 2x(1+x)y"+(B3+x)y' —xy =0

(00

1+ z a,(2)(x+ 1"

n=1

y1(x) = (x + 1)?

Esta série converge.
Podemos verificar isso pelo método da razao ou notar que o zerode 1 + x & x = -1.

Como a distancia de 0 a -1, € 1, o raio de convergéncia da seérie de poténcias em
torno de x = -1 é pelo menos 1. Assim a série converge pelo menos para |[x + 1| < 1,
e y; € uma funcdo analitica ai (mais detalhes veja a aula 5.1 sobre critérios de

convergéncia novamente).

A guestao vem a seguir, no caso da segunda raiz (x=0). Como as duas raizes
diferem por um inteiro positivo, pode existir ou nao uma segunda solucao da forma:

co

1+ z a,(0)(x+ 1"

n=1

y2(x) =1
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RAIZES IGUAIS

Vamos considerar, agora, 0S casos em que a equacao indicial tem raizes iguais ou
que diferem por um inteiro positivo, r; — r, = N.

Como mostramos anteriormente, sempre existe uma solucdo da forma y;(x) =
x" |1+ Y- a,(r;)x™] correspondente a maior raiz r, da equacao indicial.

Por analogia com a equacéao de Euler, poderiamos esperar que, ser, =r,, entao a
segunda solucao conteria um termo logaritmico. Isso também podera ser verdade
se as raizes diferirem por um inteiro.

Vamos comecar pelo caso das raizes iguais.

O método para encontrar a segunda solucdo € o0 mesmo que usamos para
encontrar a segunda solucao da equacao de Euler (veja a aula 5.4) quando as
raizes da equacéao indicial eram iguais.

Vamos considerar r como uma variavel continua e determinar a, em funcéo de r
resolvendo a relacao de recorréncia, vejamos como

19
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RAIZES IGUAIS

Retomando a equacao do slide 6 (onde desenvolvemos a equacao geral abaixo, a
partir da qual obtivemos a relacao indicial e a de recorréncia),

o n-1
agF(r)x" + z {anF(r +n) + z a l(r + K)pn_i + qk]}x”" -

n=1 k=0

Nesta equacao todos os termos a,(r) para n = 1, envolvendo x™1, x™2 x™3, | .
tém coeficientes nulos e como a, € diferente de zero (pela definicdo de quem é

a,) obteremos que:
agF(r)x" =0

em que F(r) tem que ser zero. Lembrando que a funcao F(r) foi definida como
F(r)=r(r—1) + pyr + q, portanto:

F(r)=r(r—=1)+per +qo =0 -
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RAIZES IGUAIS F(r) =r(r — 1) + por + do
A expressao de F(r) se reduz (no caso de raizes iguais) a

F(r)= (r—m)*

de forma que podemos escrever (lembrando a definicao do operador diferencial
L{¢l=¢" "+ p¢'+q)
L[o](r,x) = agF (r)x" = ag(r —r)*x”

Como ja sabemos, neste caso existe para r = r;, uma solucéo y,(x) na forma
x| 1+ Y-, a,(ry)x™]. Porém, mais importante, € que segue também, desta
Ultima igualdade (da mesma forma que para a equacéao de Euler) (x'=e"™), que

¢
54)

0
(ry,x) = ag— (r —ry)%x" =ag[(r—7m)*"Inx + 2(r —1r)x"]

L
or

r=mr1
r=m1
21
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RAIZES IGUAIS

Portanto, gracas ao fato de termos o paréntesis em L[¢](r,x) = ay (r — r1)*x" @o
guadrado, segue uma segunda solucao:

= — x| ap+ Z .:?”(r)x”:| ‘
or .
= (& Inx) |:f.m + Z ﬂ”{f‘l).r”j| + x" Za; (rq)x"
n=1

n=1

: 3
em que an(r;) = =" .
—11

r=ri

0
= y1(x) Inx + x" Z a, (r)x", x>0,
n=1

Embora esta expressao seja explicita para a segunda solucao y,(x), pode ser
dificil determinar a,(r) como funcéo de r a partir da relacédo de recorréncia e depois
diferenciar a expressao resultante em relacao a r, por iISso veremos outra forma

de obter esta solucéao... 2
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RAIZES IGUAIS
Obtivemos: y,(x) = y;(x) Inx + x™ z al, (r)x™ em que a,(ry) = 9an

n=1

(0.0]

Outra maneira de obter y, €, simplesmente, supor que y tem a forma da equacao
acima, onde desconhecemos os coeficientes b, ou seja, suponha que, apos

encontrar y;(X): 0
y2() = Y1 () Inx + 278 ) by ()"

n=1

E agora os coeficientes b, sdo calculados (como ja fizemos) substituindo a
solucao proposta na equacao diferencial, juntando os termos correspondentes e
Igualando os coeficientes de cada poténcia de x a zero.

Por ultimo, uma terceira possibilidade é usar o método de reducéo de ordem (que

ja estudamos) para encontrar y,(x), uma vez conhecida y,(x).

23
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RAIZES IGUAIS
Resumindo obtivemos gque as solucbes para o caso de raizes iguais sao:

1+ i bn(rl)x"]

n=1

yi(x) =x™

1+ z an(7”1)xn] Y2(x) = y1(x) Inx + x™

n=1

Agora nos falta ver o caso de raizes que diferem por um inteiro...

24
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RAIZES DIFERINDO POR UM INTEIRO N

Neste caso, a deducéo da segunda solucdo € bem mais complicada e nado sera
deduzida aqui. As solucOes neste caso sao:

yi(x) =x" |1+ z an(7”1)xn] V2(x) = ay;(x)Inx +x™2 |1+ z cn(rz)x"]
n=1 n=1
em que: cp(rp) = e [(r —r)an ()=, n=12,..
a = lim[(r —r))ay()]r=r, emquer; —1, =N

r—71)

Vamos resumir tudo num teorema:

25
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TEOREMA (RESUMO)

Considere a equacéo diferencial  x%y” + x[xp(x)]y" + [x%?q(x)]y =0

em gque x =0 é um ponto singular regular.
Entdo, xp(x) e x2q(x) sao analiticas em x = 0 com expansao em séries de poténcias convergentes

()= ) px” x2q() = ) qux”
n=0 n=0

para |x| < p, em que p > 0 € o minimo entre os raios de convergéncia das series de poténcias para

Xp(x) e x2q(x).
Sejam r, er, as raizes da equacéao indicial  F(r)=r(r—1)+per+qo =0

Ser, >r,, e ambas sdo reais, entdao, em um dos intervalos —p < x < 0 ou 0 < x < p, existe uma
solucao da forma

(0e]

1+ z a, (r))x™

n=1

y1(x) = |x|™ ap =1 x>0

em que os a,(r,) sao dados pela relagéo de recorréncia coma,=1er=r; .
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TEOREMA (RESUMO)

Ser,—r,nao e zero nem um inteiro positivo, entdo, em um dos intervalos -p <x<0ou 0 <x < p,
existe uma segunda solucao da forma

(0]

1+ 2 an(’rz)x"‘ a, =1 x>0

n=1
em que os a,(r,) também sao dados pela relagao de recorréncia coma,=1er=r,
(00)

14 Ziobn(rl)xn]
1+ z cn(rz)x”]

n=1

Os coeficientes a,(ry), b,(ry), c,(r,) e a constante “a” podem ser determinados substituindo-se a
forma da solucdo em séries para y na equacao diferencial. A constante “a” pode ser nula, caso no
gual ndo ha termo logaritmico na ultima solugcao. Cada uma das séries converge pelo menos para
IX| < p e define uma funcao analitica em alguma vizinhancga de x = 0.

Em todos os trés casos, as duas solugoes y;(x) e y,(x) formam um conjunto fundamental de
solucdes para a equacao diferencial dada. 27

yo(x) = |x|™

Ser, =r,, entdo a segunda solucéo é: V2 (x) = y1(x) Inx + x™

Ser, -r, =N entdo a segunda solucéo ée: yo(x) = ay,(x) Inx + x™
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco

28
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