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Existem muitos problemas fisicos que envolvem diversos elementos separados
associados de alguma forma.

Por exemplo, em circuitos elétricos e em problemas de mecanica.
Nesses e em casos semelhantes, o problema matematico correspondente

consiste em um sistema de duas ou mais equacoOes diferenciais (em geral de
ordem n), que sempre podem ser escritas como equacoes de primeira ordem.

Vamos estudar sistemas de equacoes lineares de primeira ordem, em particular
equacoes com coeficientes constantes.

Em muitos aspectos, esta aula segue a mesma linha que o tratamento dado as
equacoes lineares de segunda ordem das aulas 03.
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Sistemas de equacdes diferenciais ordinarias simultaneas (ODE simultaneas)
aparecem naturalmente em problemas envolvendo diversas variaveis
dependentes, cada uma delas sendo funcao da mesma variavel independente

unica.

Vamos definir a t como a variavel independente e x4, X,, X3,... COMO as variaveis
dependentes, que sao funcoes de t

Vejamos como exemplo os casos de sistemas massa-mola com mais de uma
massa e de circuitos RLC em paralelo...
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Por exemplo, considere o sistema massa-mola abaixo.
As duas massas se movem em uma superficie sem atrito sob a influéncia de

forcas externas F,(t) e F,(t) e sao, também, restringidas em seu movimento pelas
trés molas com constantes k;, k, e ks, respectivamente.
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Segundo Newton: e .

my d;:zl = —kyx1(t) = k; (x1(t) — X3 (t)) + F1(t) = —(ky + k2)x1 () + koxo(t) + Fi(t)

dZ
m; dtxzz = —k3x,(t) — ko (22 (8) — x1(1)) + Fo(t) = —(ks + k2)x2(t) + koxy () + Fy(t)
Este &€ um sistema linear de duas ODE de segunda ordem (n&do homogéneas)...
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Outro exemplo, considere o circuito elétrico RLC paralelo -
R

Seja V a diferenca de tensao no capacitor e seja | a corrente

passando pelo indutor. I

Entao (em parte vimos i1sso na aula 01_3 e em problemas da
aula 03_5) podemos mostrar que a diferenca de tensao e a
corrente sao descritas pelo sistema de equacoes

di v av_ 1 v

dt L

dt - C RC

Neste caso temos um sistema linear de duas ODE de primeira ordem
(homogéneas)... 5
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Uma razao pela qual os sistemas de equacOes de primeira ordem sao
particularmente importantes € que as equacoes de ordem maior sempre podem
ser transformadas em tais sistemas.

E assim que funcionam as abordagens numéricas, jA que quase todos 0S
softwares para gerar solucoes numeéricas aproximadas de equacoOes diferenciais
de ordem n s&o escritos para sistemas de equacoes de primeira ordem.

O exemplo a sequir ilustra o quao facil é fazer a transformacéao.
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EXEMPLO 1
O movimento de determinado sistema massa-mola € descrito pela equacéao
diferencial de segunda ordem
u”(t) +0,125u'(t) + u(t) =0
Escreva essa equacao como um sistema de equacoes de primeira ordem.

Sejam x, = u e x, = U". Entado x;' = X,. Alem disso, u" = x,". Entao, substituindo u, u'’

e u" obtemos: ,
x5(t) +0,125x, (t) +x;, =0

Logo, X; e X, satisfazem o seguinte sistema de duas equacoes diferenciais de

primeira ordem:
X1 = X3

Xy = —x1 — 0,125x,




INTRODUCAO
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Para transformar uma ODE arbitraria de ordem n

y(n) — F(t, v, v, y", ...,y(n_l))

em um sistema de n equacoes de primeira ordem, estendemos o0 metodo do

Exemplo 1 definindo as novas variaveis X4, X, . . ., X, por
=y x=y  xg=y" . xy=y0TY
!/
X1 = X2
!/

De forma que obtemos o sistema:

Xn = F(t,x1,X9, ... Xp)

Este caso nao é geral o suficiente...numa situacdo mais geral teremos que: 2
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SISTEMA DE ORDEM N E SISTEMA DE PRIMEIRA ORDEM

x1 = Fy(t,xq, %5, .. X))
Num caso mais geral, teremos um Xy = Fo(t, X1, X9, ... Xp)
sistema de equacoes diferenciais do tipo: (1)

xn = E,(t,x1, %5, ... X)

Aplicando este método ao o sistema massa-mola da introducao obteriamos um
sistema de quatro equacoes de primeira ordem da forma acima, enquanto no
caso do circuito RLC paralelo, ele ja esta nesta forma.

De fato, sistemas da forma (1) acima incluem quase todos o0s casos de
Interesse, de modo que grande parte da teoria mais avancada de equacoes
diferenciais € dedicada a tais sistemas.

Como obter a solucao deste sistema?
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SOLUCAO DE SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

A solucao do sistema (1) no intervalo I: a <t <3 € um conjunto de n funcdes

x1 =@1(8)  xp = @y(t) Xn = @n(t) (2)

diferenciaveis em todos os pontos do intervalo | e que satisfazem o sistema de
equacoes original (1) em todos os pontos desse intervalo.

Além do sistema de equac0les diferenciais (1), no caso de um problema de valor
Inicial, devem ser fornecidas também as condic¢des iniciais na forma

x1(tg) = x7 x5 (to) = x3 xXn(to) = xp (3)

10
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A solucao (2) pode ser interpretada como um conjunto de equacoes paramétricas
em um espaco de dimensao n.

Para um valor de t dado, esta equacoes fornecem valores para as coordenadas X,
..., X, de um ponto deste espaco.

A medida que t varia, as coordenadas, em geral, também mudam.

O conjunto de pontos correspondentes para a <t < 3 forma uma curva no espaco
de n dimensoes.

Muitas vezes, € util imaginar a curva como sendo a trajetdria ou 0 caminho
percorrido por uma particula movendo-se de acordo com o sistema de equacoes
diferenciais (1).

As condicoes iniciais (3) determinam o ponto inicial do movimento da particula.
Vejamos um exemplo desta trajetoria em n dimensoes...

11
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EXEMPLO 2

A equacao y'"+y=0 0<t<?2m

Pode ser escrita como um sistema de duas equacoes X1 = Xy
de primeira ordem pela substituicao x; =y and x, =y’ Xy = —Xq
A solucao deste sistema é x; = sin(t) xy, =cos(t) 0<t<?2m

#[1] = sinlt), x[2] = cos(t)

No espaco de n dimensdes (a dimensao
neste caso € 2) teremos a descricao
paramétrica de um circulo unitario...

Vejamos um teorema sobre a solucao deste
sistema de equacoes...

12




INTRODUCAO

TEOREMA 1

Suponha que cada uma das funcoes F,, . .., F, do sistema (1) e suas derivadas parciais,
oF,/ox,, ..., oFox,, ..., dF Jox,, ..., dF. /OX,, sejam continuas em uma regiao R do
espacot, X; ... x,definldasema<t<p,a;, <x; <Py ...,0,<X%,<P, €suponha que o

ponto “inicial” t,, x,xY, ..., x2 pertenca a R.

Entao, existe um intervalo |t — t;| < h (em torno de t;) no qual existe uma Unica solucéo x; =
o,(1), . .., x, = ¢,(t) do sistema de equacdes diferenciais (1) que tambéem satisfaz as
condicoes iniciais (3) (estas condicdes sao suficientes mas nao sao necessarias).

Estas condicbes sobre F, F,, .. ., F,, sao facilmente verificadas em problemas especificos
e sao suficientes para garantir gue o problema de valor inicial tenha uma solucao Unica

Este Teorema 1 é analogo ao Teorema de existéncia e unicidade da aula 02_5 (para uma
unica equacao de primeira ordem). Veja que no teorema acima nao se diz nada sobre as
derivadas parciais de F,...F, em relacao a variavel independente t!

13
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SISTEMA LINEAR

Se cada uma das funcdes F, . . ., F, nas Eqgs. (1) for uma funcao linear das variaveis
dependentes x4, . . ., X,, €ntdo o sistema de equacoes é linear; caso contrario, &€ nao linear.
Assim, o sistema mais geral de n equacoes lineares tem a forma

x1 = p11(t)x1 + P12(E)x2 + -+ + p1p(O)xy + g1 ()
X3 = p21(8)x1 + P22 (t)x3 + -+ + Don () xy + g2(8) (4)

Xn = Pn1(0)x1 + Pp2(®)x2 + -+ + P (O) x5 + gn(£)

Se todas as funcgbes g,(t), . . . , g,(t) forem identicamente nulas no intervalo I, entdo o
sistema (4) é dito homogéneo; caso contrario, ele € nao homogéneo.

Para o sistema linear (4), o teorema de existéncia e unicidade a seguir (Teorema 2) € mais
simples e também tem uma conclusao mais forte.

Ele é analogo aos Teoremas correspondentes para equacoes lineares de primeira ordem
(Teorema da existéncia e unicidade da aula 02_5) e de segunda ordem (Teorema 1 da
existéncia e unicidade da aula 03 _2), vejamos: 14
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TEOREMA 2
Se as func¢bes pyy, P12y - - -5 Py 94, - - -, O, fOrem continuas em um intervalo aberto I: a <t
< [, entdo existira uma unica solucao x; = ¢4(1), ... , X, = ¢,(t) do sistema (4) que também

satisfaz as condi¢oes iniciais (3), em que t, é qualquer ponto em |, e xf,xg, ., XY S80
numeros dados. Além disso, a solucao existe em todo o intervalo |.

Note que, em contraste com a situacdo para um sistema nao linear, a existéncia e
unicidade de solucao para um sistema linear estado garantidas em todo o intervalo no qual

as hipoteses sao satisfeitas.

Alem disso, para um sistema linear, os valores iniciais (3) em t = t, sdo inteiramente
arbitrarios, enquanto, no caso nao linear, o ponto inicial tem que estar contido na regiao R
definida no Teorema 1 desta aula.

O restante do nosso estudo € dedicado a sistemas lineares de equacoes de primeira ordem
Para simplificar vamos utilizar notacdo matricial (lembrar algebra linear)
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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