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AUTOVALORES E AUTOVETORES

INTRODUCAO

Vamos rever, nesta aula, alguns resultados de algebra linear que sao importantes
para a resolucao de sistemas lineares de equacoes diferenciais.

Alguns desses resultados sao facilmente demonstraveis, outros nao; como
estamos interessados apenas em resumir uma informacao util de forma
compacta, nao haverao demonstracoes em nenhum dos casos.

Todos o0s resultados nesta secdo dependem de alguns fatos basicos sobre
sistemas lineares de equacdes algébricas.

De fato, se esta ao dia com os resultados da algebra linear esta aula pode ser
ignorada
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INDEPENDENCIA LINEAR

Um conjunto de n equacoOes algébricas lineares simultaneas em n variaveis do tipo:

a11%X1 + Q2% + -+ Ay Xy = by Q11 Qi - Qia\ /Xq b,
Az 1X1 + AyXy + -+ A Xy = by : Azq1 Qzp -+ Qg X b
o (1) podeserescrito: | 7 7 . TV A= 2
Ap1X1 T Ap2Xy + 0+ AppXy = by An1 QAnp2 °°° Apn Xn b,
ou de forma compacta: Ax=Db (2)

em que a matriz A (n x n) e o vetor b (n x1) sao dados, e as componentes de
X (n x 1) tém que ser determinadas. Se b = 0, o sistema € dito homogéneo;

caso contrario, ele € ndo homogéneo.
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CASO NAO SINGULAR

Se a matriz de coeficientes A for invertivel, ou seja, se A nao for singular (det A for
diferente de zero), entao o sistema (2) tera uma unica solucao.

Se A é invertivel, A1 existe, e a solucdo pode ser encontrada multiplicando-se cada
lado de (2) a esquerda por A~1; assim,

Ax=b = A Ax=A"1b = Ix=A"1b = x=A1p (3)

Em particular, o problema homogéneo Ax = 0, correspondente a b = 0 em (2), tem
apenas a solucao trivial x = 0.

Por outro lado, se A for singular, ou seja, se det A for zero, entao, ou nao existe
solucao da Eg. (2), ou existe, mas nao e unica.
Como A é singular, A-1 ndo existe, de modo que a Eq. (3) ndo é mais valida. 4
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CASO SINGULAR

Lembrando que no caso em que A é singular, o sistema homogéneo Ax =0 tem
uma infinidade de solucdes n&o nulas além da solucao trivial (x=0)

A situacao para o sistema nao homogéneo (2) com A singular € mais complicada.

Esse sistema nao tem solucao y, a menos que o vetor b pertenca ao espaco coluna
de A e portanto b deve satisfazer a condicao (b,y) = 0 (lembre algebra linear).

A condicao (b,y) = 0 é satisfeita por todos os y tais que A*y = 0, em que A* é a
matriz adjunta de A (lembrando que A*= AT em que A é a matriz de cofatores de A).

Se (b,y) = 0 for satisfeita, entao o sistema (2) tera uma infinidade de solucdes da
forma x = x@+ & em que x© é uma solucao particular de Ax = b, and & é qualquer
solucao de Ax = 0. 5
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EXEMPLO 1 X; — 2%y + 3x3 =7
—X1 +XZ — 2X3 = -5

Resolva o sistema de equacoes:
2X1 — Xy —x3 =4

Operando com as linhas, eliminando a,,, a;; € as, para deixar a matriz triangular
superior obtemos...

1 -2 3 7 1 -2 3 7 1 -2 3 7
(Alb)={-1 1 -2 -5|-(0 -1 1 2 |10 1 -1 =2
2 -1 -1 4 0O 3 -7 -10 0O 0 —4 —4

1 -2 3 7 X, —2x, +3x3 =7
- (0 1 -1 —2) - X, —x; =-2
0o 0 1 1 x; =1
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EXEMPLO 1
X1 —ZXZ +3x3 =7
X9 —X3 = —2
X3 =1

Da ultima equacao temos X; = 1; da segunda, x, = -2 + X; = —1; e, da primeira, X,
=7 + 2X, — 3X53 = 2. Obtemos, assim,

(3

Como esta solucao é unica para o sistema acima, concluimos que a matriz de
coeficientes A é invertivel.

Vejamos outro exemplo...
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EXEMPLO 2 v 20430 — b,

Analise o sistema de equacoes: —Xx1 + x5, —2x3 = b,
le - xZ + BX3 — b3

Operando novamente obtemos...
1 -2 3 b -2 3 b,

1
2 -1 3 b, 0 0 0 by+3b,+bs

A equacao correspondente a terceira linha da matriz é: by +3b, +b; =0

Portanto, o sistema n&o tem solucdo, a menos que esta ultima condicao seja
satisfeita por b,, b, e bs.

E possivel mostrar que essa condicdo é exatamente a condicdo (b,y) = 0 para
nosso sistema acima (lembre de algebra linear, equacéo de um plano).
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EXEMPLO 2 b1 +3b, +b3=0

Vamos supor que b; =2, b, =1 e b; = -5, quando a equacéo é satisfeita. Entao as
duas primeiras linhas da matriz correspondem as equacoes

X1 —2x, +3x3 =2
X9 —X3 = -3

Para resolver este sistema escolhemos uma das incognitas arbitrariamente e

resolvemos para as outras duas.
Fazendo x = o, em que o € arbitrario, segue que

X, =a—3
xy=2(a—3)—3a+2=—a—4

Vamos reescrever a solucao em notacao vetorial...
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EXEMPLO 2

Escrevendo a solucao em notacao vetorial, temos

() -

E facil verificar que o segundo vetor a direita do segundo sinal de igualdade é
uma solucao do sistema ndao homogéneo, enguanto o primeiro vetor é a solucao
mais geral possivel do sistema homogéneo correspondente.

10




AUTOVALORES E AUTOVETORES

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Um conjunto de k vetores x@,..., x® é dito linearmente dependente quando existe
um conjunto de numeros reais ou complexos ¢4, ..., C,, nem todos nulos, tais que

cix + c,x3) o4 0, x(MW =0 (4)
Em outras palavras, x, ..., x® s&o linearmente dependentes quando existe uma
relacao linear entre eles. Por outro lado, se o unico conjunto ¢, . . ., C, para o qual
a Eq. (4) é satisfeita for c;, = ¢, = ... = ¢, = 0, entdo xM, ..., x® serdo ditos

linearmente independentes.

Vejamos um exemplo:

11
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EXEMPLO 3

Determine se 0s vetores sao linearmente independentes ou linearmente
dependentes. Se forem linearmente dependentes, encontre uma relacao linear

entre eles. 1 ) _4
X(l) — ) X(Z) =11 X(B) — 1
—1 3 —11

Para determinar se x0), x@ e x© sdo linearmente dependentes, procuramos
constantes c,, C, e C, tais que

C1X(1) + sz(z) + C3X(3) — 0

Podemos escrever esta condicao na forma matricial...

12
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EXEMPLO 3

()l (a)-6) = (o )0

e resolvida por meio de operacdoes elementares sobre as linhas da matriz

aumentada...
1 2 -4 0 1 2 -4 0
(Alb) = ( 2 1 1 0) - (O 1 -3 0)
-1 3 =11 O O 0 0 O

¢, +2c) —4c3 =0

Obtemos, assim, 0 sistema equivalente _
Cyr — 3C3 =0

Da segunda das equagoes temos ¢, = 3c; e, da primeira, obtemos ¢, = 4c; — 2c,
= —2C,;. Resolvemos, entdo para c; e ¢, em funcdo de c;, com este ultimo
arbitrario. Se escolhermos, por conveniéncia, c; = -1, teremosc, =2ec,=-3.
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EXEMPLO 3

C1+2C2—4C3=O
Cz _3C3=0

Da segunda das equagoes temos ¢, = 3¢5 e, da primeira, obtemos ¢, = 4c; — 2¢, =

Resolvemos, entdo para c, e ¢, em fungcao de c; com este ultimo arbitrario. Se
escolhermos, por conveniéncia, ¢c; = -1, teremos c, =2 e ¢, = 3.

Zx(l) — 3x(2) — x(3) = ()
e o0s vetores dados sao linearmente dependentes.

De maneira alternativa, podemos calcular det(A), se for zero as colunas sao
linearmente dependentes (mas assim nao identificamos qual CL). .
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RESUMO

Se a matriz nao € singular suas colunas e linhas sao linearmente independentes
Se a matriz é singular suas colunas e linhas sao linearmente dependentes

As colunas (ou linhas) de A sao linearmente independentes se A nao é singular e
existe A

Também A é nao singular se seu determinante for det A # 0 portanto suas linhas e
colunas sao linearmente independentes se det A = 0.

Finalmente, se C = AB, pode-se mostrar que det C = (det A)(det B). Portanto, se as
colunas (ou linhas) de ambas, A e B, sao linearmente independentes, entao as
colunas (ou linhas) de C também o séo.

15



AUTOVALORES E AUTOVETORES

DEPENDENCIA LINEAR E FUNCOES VETORIAIS

Vamos agora estender os conceitos de dependéncia e independéncia linear a um
conjunto de funcoes vetoriais xW(t), . . ., x®)(t) definidas em um intervalo a < t < B.
Os vetores x(t), . . ., x®W({) sdo ditos linearmente dependentes em a <t < f se
existe um conjunto de constantes c4, . . ., C, nao todas nulas, tais que

XD () + ,xP () + -+ ¢, x™ () =0 paratodot € [

caso contrario, x(t), . . . , xK(t) sao ditos linearmente independentes.

Note que, se xM(t), . . ., x®(t) forem linearmente dependentes em um intervalo,
entao elas serao linearmente dependentes em todos os pontos do intervalo.

No entanto, se x((t), . .., x®(t) forem linearmente independentes em um intervalo,
elas podem ser linearmente independentes ou nao em cada ponto; elas podem, de
fato, ser linearmente dependentes em cada ponto, mas com um conjunto diferente
de constantes em pontos diferentes.

16
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AUTOVALORES E AUTOVETORES

A equacao Ax=b pode ser vista como uma transformacao linear que leva (ou
transforma) um vetor dado x em um novo vetor y (novamente lembre das aulas de
algebra vetorial).

Vetores que sao transformados em multiplos de si mesmos sao importantes em
muitas aplicacoes.

Para encontrar tais vetores, fazemos y = Ax, em que A € um fator escalar de
proporcionalidade

Nesses casos procuramos solucoes das equacoes AX = Ax ou (A-ADx =0

A Ultima equacao tem solucdes nao nulas se, e somente se, A for escolhido de
modo que det(A-Al) = 0 que € uma equacao polinomial de grau n em A e é
chamada de equacao caracteristica da matriz A.

Os valores de A que satisfazem esta equacao (reais ou complexos) sao chamados
de autovalores da matriz A. As solucoes nao nulas de Ax = Ax obtidas usando A,
sao chamadas de autovetores (x) da matriz A. Vejamos um exemplo...

17
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EXEMPLO 4

Encontre os autovalores e autovetores da matriz A= (3 _1)

Os autovalores A e 0s autovetores x satisfazem a equacao (A — Al)x =0, ou

det(A — 1) = det((z :;) — A ((1) 2)) = det(3 4 ! _z_i ,1) -

=B-MD2-D-(-1D@)=r1#-21-2=1-2)A+1) =0
Logo, os autovalores sao Ay =2 e A, = -1.

Vamos agora encontrar os autovetores x que satisfazem (A — Al) x = 0 quando
substituimos A por seus valores A\, =2 e A, = -1.

18
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EXEMPLO 4

Entdo, para encontrar os autovetores, substituimos A por cada um dos
autovalores encontrados. Para A = 2, temos

a-mx=0e (% 7)) =0)=G “)G)=0)
Logo, cada linha dessa equacéo vetorial leva a condicéo x, — x, = 0; portanto, X,

e X, S0 Iguals, mas seus valores nao estao determinados.
Se X, = c, entdo x, = ¢ também, e o autovetor x) é:

x(l)zc(i) c#0

Entdo existe uma familia infinita de autovetores para o autovalor A,. Escolheremos
um unico membro dessa familia como representante (escolhemos ¢ = 1). Assim:

- (1) 19
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EXEMPLO 4

Lembremos que qualquer multiplo ndo nulo desse autovetor também €é um
autovetor. Dizemos que xY) é o autovetor correspondente ao autovalor A, = 2.

Fazendo, agora, A = A, = —1 obtemos o autovetor para esse autovalor...
a-mx=o0e (30 )G =) =G D6 =0)

Mais uma vez, obtemos uma unica condi¢c&do sobre x; e X,, a saber, 4x; — X, = 0.
Portanto, o autovetor correspondente ao autovalor A, = -1 é

= ()

ou qualguer multiplo ndo nulo desse vetor.

20
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COMENTARIOS

Como vimos no exemplo, os autovetores estao determinados a menos de uma
constante multiplicativa nao nula; se essa constante for especificada de algum
modo, entao os autovetores serao ditos normalizados.

No Exemplo 4, escolhemos a constante ¢ para que as componentes dos
autovetores fossem inteiros pequenos. No entanto, qualquer outra escolha de ¢
seria igualmente valida, embora talvez nao tado conveniente.

Algumas vezes é conveniente normalizar um autovetor x escolhendo a constante
de modo que seu comprimento seja ||x|| = (x, x)2 = 1.

Como a equacao caracteristica (slide 17) para uma matriz A (n X n) € uma
equacao polinomial de grau n em A, ela tem n autovalores A, . . ., A, alguns dos
guais podem ser repetidos.

21
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COMENTARIOS

Se determinado autovalor aparece m vezes como raiz ele e dito de multiplicidade
algeébrica m.

Cada autovalor tem pelo menos um autovetor associado, e um autovalor de
multiplicidade algébrica m pode ter q (1<g<m) autovetores linearmente
iIndependentes.

O numero g € chamado de multiplicidade geométrica do autovalor
Se todos os autovalores de uma matriz A forem simples (se tiverem

multiplicidade algébrica 1), entdao cada autovalor também tera multiplicidade
geometrica 1.

22
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COMENTARIOS

Por outro lado, se A tiver um ou mais autovalores repetidos, entao pode ter
menos do que n autovetores associados linearmente independentes, ja que um
autovalor repetido pode ter g < m autovetores.

Esse fato pode levar a complicacdoes na resolucédo de sistemas de equacoes
diferenciais (nao veremos iSso agora).

Vamos ver um exemplo para ilustrar as multiplicidades mencionadas...

23
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EXEMPLO 5

0 1 1
Encontre os autovalores e autovetores da matriz A = (1 0 1)
1 1 O

Os autovalores A e 0s autovetores x satisfazem a equacao (A — A)x = 0, que sao
as raizes da equacéao:

-1 1 1
det(A—Al)=det<1 -1 1)=—2L3+3/1+2:(/1—2)(/1+1)2=0
1 1 =

As raizes sao A, = 2, A, = -1 e A; = —1. Assim, 2 € um autovalor simples, e -1 é
um autovalor de multiplicidade algébrica 2, ou um autovalor duplo.

Vamos agora encontrar os autovetores...

24
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EXEMPLO 5

Para encontrar o autovetor x) associado ao autovalor A, substituimos A = 2 na
eguacao Isso nos leva a:

-2 1 1 0 1 1 -2 0 1 1 -2 0
1 -2 1 O0O)-»(1 -2 1 O0]—-=>10 -3 3 O
1 1 -2 0 -2 1 1 0 0 3 -3 0

1 1 -2 0 1 0 -1 O X4 —x3 =0
-0 1 -1 0]-10 1 -1 0]~—- ) —X3 =0

0O 0 0 O 0O 0 0 O 0 =0

X3 1 1
- x(1) = <X3> =c (1) em que c é arbitrario —» escolhemos x() = (1)
X3 1 1

25
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EXEMPLO 5

Para encontrar o autovetor x(® associado ao autovalor A,, substituimos A = -1 e
NOSSO sistema se reduz imediatamente a uma unica equacao

1 110 1 11 0\ x + x5 + x3 =0
111 0)=-|0 00 0]- 0 =0
1 110 0 0 0 0 0 =0

Assim, valores para duas das quantidades X;, X, ou X; podem ser escolhidos
arbitrariamente e o terceiro valor fica determinado.

Por exemplo, se X, = c; e X, = C,, entao x5 = —C, — C,. Em notacgao vetorial, temos

C1 1 0
- x(2) = ( Co ) = C4q ( 0 ) + c, ( 1 ) em que ¢, e C, Sao arbitrarios
—C1 —C —1 —1

26
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EXEMPLO 5
Por exemplo, escolhendo ¢, =1 e ¢, = 0, obtemos o0 autovetor

1
X(Z) p— 0
—1

Qualquer multiplo nao nulo de x? também é um autovetor.
Um segundo autovetor independente pode ser encontrado para outra escolha de
C, € C,, por exemplo, c; =0 e ¢, = 1. Nesse caso, obtemos

0
X(B) — 1
-1

gue é linearmente independente de x. Portanto, nesse exemplo, existem dois
autovetores linearmente independentes associados ao autovalor duplo A,. ”
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EXEMPLO 5
Resumindo: temos trés autovetores linearmente independentes de A

1 1 0
X(l) =11 X(Z) — 0 X(B) — 1
1 —1 —1

Sendo que x@ e x® correspondem ao autovalor duplo A = -1.
Portanto a matriz A é uma matriz simétrica 3x3 (A=AT) com trés autovalores reais
e trés autovetores linearmente independentes.

Poderiamos ter escolhido 1 1 1
x(D = (1) x(2) = ( 0 ) x(3) = <_2>

1 —1 1
de forma que seus produtos escalares (x(,x®) =0 (x®,x®)=0 (x@,x®)=0

de forma que seus 0s autovetores sejam também ortogonais entre si s
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MATRIZES HERMITIANAS (AUTOADJUNTAS)

Uma classe importante de matrizes, chamadas de autoadjuntas ou hermitianas, é formada pelas
matrizes que satisfazem A* = A (lembrando que A* = AT e A é a matriz de cofatores de A) ou
seja, a; = aj;.

A classe das matrizes hermitianas inclui, como subclasse, as matrizes simétricas reais, ou seja,
matrizes com todos o0s elementos reais tais que AT = A.

Os autovalores e autovetores de matrizes autoadjuntas tém as seguintes propriedades uteis:

1. Todos os autovalores sao reais.

2. Sempre existe um conjunto completo de n autovetores linearmente Iindependentes,
independente das multiplicidades algébricas dos autovalores.

3. Se x e x@ forem autovetores correspondentes a autovalores distintos, entdo (x(1, x(@) = 0.
Logo, se todos os autovalores forem simples, os autovetores associados formarao um
conjunto ortogonal de vetores.

4. E possivel escolher m autovetores ortogonais entre si associados a um autovalor de
multiplicidade algébrica m. Assim, o conjunto completo de n autovetores sempre pode ser
escolhido de modo que seja um conjunto ortogonal, alem de linearmente independente.

29
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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