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SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

INTRODUCAO

Finalmente, para completar o estudo dos sistemas lineares, vamos considerar o
sistema nao homogéneo

x1 = Pp11(O)x1 + p12(®)x2 + - + P () xy + g1 (0)
Xy = Pa1(t)x1 + P22 (t)xy + -+ Pon () xy + g2(t)

x1’1 = Pn1 (t)xl + Pn2 (t)xz + e+ pnn(t)xn + gn(t)

Que pode ser escrito como X =P(t)x+g(t) em que:

x1(¢) g:(®) pii(t) P2t - pin(®)
X(t) — (Xz:(t)> g(t) — ('gZ(t)> P(t) — <p21(t) pZZ:(t) Pm(ﬂ)

X (£) () Pr(® P2(® - Pan(®)




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

SOLUCAO GERAL

Pelo mesmo argumento usado na aula 03 _4 (veja, também, o Problema 16 dessa
aula), a solucao geral da equacao nao homogénea pode ser expressa na forma

X = ;X () + c,xP() + -+ c,xM () + v(t)

em que c;xV() + o x@ )+ -+, x™(t) é a solucdo geral do sistema
homogéneo x' = P(t)x e v(t) € uma solucao particular do sistema ndo homogéneo.

Vamos descrever, rapidamente, diversos métodos para encontrar v(t).




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

METODO 1. DIAGONALIZA(}AO
Vamos supor um sistema x '=Ax+g(t) em que A € uma matriz (nxn) diagonalizavel.

Diagonalizando a matriz de coeficientes A como indicado na aula 06_6, podemos
transformar nosso sistema em um sistema de equacdes que pode ser resolvido
facilmente (desacopladas)

Seja T a matriz cujas colunas sao os autovetores &1, ..., &M de A e definimos
uma nova variavel dependente y por meio de x=Ty.

Substituindo obtemos: Ty'= Aty + g(t)
y'= T-1ATy + T-g(t)
y'= Dy + h(t) em que h(t) = T1g(t)

Achando y, obteremos a solucéao x por meio de Ty 4




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

METODO 1: DIAGONALIZA(}AO
Entao agora temos que resolver y'= Dy + h(t), ou seja:

y1 =11Y1 + 0yz + -+ 0y, + Ay (O Vi rn 0 - 0\ /M hy

Yz = 0}’1+7”2)’2‘|:'"‘+0)’n+h2(t) L o J’é _ O 7:2 0 3’:2 n h:2

Yn = 0y1 + 0y, + -+ 1y + hy () Yn 0 0 - 71/ \In hn
Que é um sistema de n equacOes desacopladas para y,(t), ... , y,(t) e portanto

podem ser resolvidas separadamente (por exemplo, como vimos na aula 02_1
pelo método dos fatores integrantes) como equacoes escalares (e ndo matriciais)

Vi = 11 Vi + hy (t) k=1,..n

t
Vi = e’"ktf e "kShy (s)ds + c ekt k=1,..,n
t

0 5




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 1

Encontre a solucao geral do sistema x’' = (_2 1

)X (ZS:) = Ax+gl)

Procedendo como na aula 06.3, vemos que o0s autovalores da matriz de
coeficientes saor, = -3 er, = -1, e 0s autovetores correspondentes sao

©-(f)  ©-()

- . " , 1 _ 1\ _
Logo, a solucédo geral do sistema homogéneo é: X(t) = ¢, (_1) e 3t + ¢, (1) et

Antes de escrever a matriz T de autovetores, lembre gque vamos precisar encontrar
T-1. A matriz de coeficientes A é real e simétrica; logo, podemos usar o resultado
enunciado antes do Exemplo 3 na aula 06 _5: T-1 &, simplesmente, a adjunta ou
(como T é real) a transposta de T, desde que os autovetores de A estejam
normalizados de modo que (§, €) = 1. Portanto, normalizando &% e €@, temos: :



SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 1 B 1 1N 11
= JOD + (DD (51)= ﬁ(—l)

1 n_1n
£(2) = =
JOM + M) () V2 ()
Assim, para esta escolha de autovetores, temos:

1 1 —
T=—(1 ) == )

Aplicando a transformacao x=Ty obtemos o sistema diagonal para a nova variavel
y, ou sejay’= Dy + T-g(t)

=0 = (0 D66 D) =30 56075




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 1
Assim, as equacoOes desacopladas (escalares) e suas solucoes (aula 02_1) sao:
3 V2 3 (t 1
'+ 3y, =V2et ——t = :—e_t——<———)+c e 3t
3 3
4y, =\2e t +—t = =V2teT"+—=({t—1) +cet
Y2 T V2 2 Y2 \/i( ) 2

Finalmente, escrevemos a solucdo em funcao das variaveis originais pela
transformacao x=Ty

1 4
; le—t_(f_l)Jrkle—st kle_3t+(k2 +§>e_t+t—§+te‘t
(xl):_(l 1)(3’1):(1 1) 2 2 6 _
x) T H\-1 U\ T g 3 s 1\ _, 5
te‘t+§(t—1)+kze‘t —ke 3t + kz—z e +2t—§+te




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 1

Simplificando, a solucao x pode ser escrita como:

1 4
/ ke 3t + (kz +—) e t+t—=+tet \
(Xl) _ 2 3
X2) 1) 5

\—kle‘3t + (kz -3 et +2t—-+ te‘t/

3
(et (e +5 ()t o (e (-3 (0

Os dois primeiros termos formam a solucao geral do sistema homogéneo
associado. Os termos restantes formam uma solucao particular do sistema nao
homogéneo.

9




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

CASO NAO DIAGONALIZAVEL
E se a matriz A nao for diagonalizavel?

Se a matriz de coeficientes A do sistema nao for diagonalizavel (devido a
autovalores repetidos e a falta de autovetores), ela pode, de qualquer forma, ser
reduzida a sua forma canonica de Jordan J através de uma matriz de semelhanca
apropriada T, envolvendo tanto autovetores quanto autovetores generalizados.

Neste caso, as equacOes diferenciais para y,, ... ,¥, nao estardo totalmente
desacopladas, ja que algumas linhas de J terdo dois elementos ndo nulos: um
autovalor na posicéo diagonal e um numero 1 na posicao adjacente a direita.

No entanto, as equacbOes para Yy,;, .. .y, ainda podem ser resolvidas
sequencialmente, comecando com vy,

A sequir, a solucao do sistema pode ser encontrada pela relacao x = Ty.

10



SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

METODO 2: COEFICIENTES INDETERMINADOS

Uma segunda forma de encontrar uma solucao particular do sistema nao
homogéneo é o método dos coeficientes indeterminados que estudamos na aula
03 4.

Lembrando, este método soO € aplicavel se a matriz de coeficientes P for constante
e se as componentes de g forem funcdes polinomiais, exponenciais, senoidais ou
somas ou produtos de tais funcoes.

O procedimento para escolher a forma da solucao €, essencialmente, 0 mesmo
gue o dado na aula 03_4 para equacoes lineares de segunda ordem.

A diferenca principal é quando temos um termo ndo homogéneo g da forma ue™,
em gue A € uma raiz simples da equacao caracteristica (um autovalor simples da
matriz P).

Nesta situacao, em vez de supor uma solucao da forma ate™, é preciso usar ate
+ beM, em que a e b sdo determinados substituindo-se a expressao na equacao
diferencial.

11



SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 2

Considere novamente o sistema nao homogéneo do exemplo 1. Vamos aplicar o
metodo dos coeficientes indeterminados...

I __ —2 1 Ze_t _
X —(1 _2)x+( 3¢ )—Ax+g(t)

Escrevemos g(t) na forma: g(t) = ((2)) e !t + ((3)) t

Como r = -1 & um autovalor da matriz de coeficientes & necessario incluir tanto
ate quanto betna solucao. Vamos supor, entao, que

v(it)=ate " +be t+ct+d
em que a, b, c e d sao vetores a serem determinados.

12




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 2
Substituindo v(t) = ate™t + be~t + ¢t + d no lugar de x em x’'= Ax+g , obtemos:

=(2 LB+ ()
—ate '+ (a—b)e ' +c=Aate '+ Abe t + Act + Ad + ((2)) et + (g) t

0
3

Da primeira equacao vemos que a € um autovetor de A correspondente ao
autovalor r = -1 e portanto tem a forma

- ()

em que a é qualquer constante diferente de zero (veremos, ao resolver a
segunda equacao, que o=1). 13

lgualando os coeficientes... Aa=—-a Ab=a—-b - (g) Ac = —( ) Ad =c




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 2
Substituindo a' = (a,a) na segunda equacdo... Ab=a—b — (2)

a=("20-() e (2 D)+ DG)-=("2
(1 D6 e G D6 ey

Olhando para a ultima equacédo vemos que a=1 e que b;-b,=1...portanto b,= b,-1
para qualquer valor de b,, ou seja, chamemos k a esse valor aleatério para b,:

b = (Z;) =k (D — ((1)) — escolhemos k = 0 - b = (_01)

A terceira e a quarta equacbes dao c' = (1, 2) e d' = (-4/3, -5/3),
respectivamente, assim a solucéo particular sera: 14



SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 2
v = (et = (Qet+ (-39

Comparando esta solucao particular do exemplo 2 com a obtida no exemplo 1
vemos que ambas solucdes seriam as mesmas se tivéessemos escolhido a
constante k = %2 no vetor b (correspondente ao termo contendo e™) no lugar de
k=0.

VVamos agora ver outro método (o terceiro) para encontrar a solucao particular...o
metodo da variacao de parametros...

15




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

METODO 3: VARIACAO DE PARAMETROS

Este método se aplica em casos mais gerais que 0s anteriores. Vamos considerar
novamente nosso sistema x'= P(t)x+g(t) em que P(t) e g(t) sédo continuas num
Intervalo a<t<p.

Suponha que W¥(t) seja uma matriz fundamental para o sistema homogéneo (ja
encontrada).

Lembramos que entao as colunas de W(t) sao solucdes linearmente
iIndependentes de x"=P(t)x e portanto W(t) é invertivel no intervalo a<t< e também
por ser umas matriz de solucoes satisfaz W' (t)=P(t)¥(t)

Também lembremos que a solucao geral do problema homogéneo pode ser escrita
como X = Y(t)c

Por isso € natural proceder como na aula 03_4 e buscar uma solucéo do sistema
nao homogeéneo substituindo o vetor constante ¢ por uma funcao vetorial u(t). g




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

METODO 3: VARIACAO DE PARAMETROS

Vamos propor que a solucao particular do sistema nao homogéneo tenha a forma
X = Y(t)u(t) em que o vetor u(t) deva ser encontrado

Substituindo esta solucao na equacao x = P(t)x+g(t) obtemos
Y (u(t) + POu(t) = P(t) PRu®) +a(t)

Como W(t) € uma matriz fundamental, ela satisfaz W'(t) = P(t)¥(t) e podemos
escrever (simplificando)...

P(Hu'(t) = g(t)

Portanto (como existe a inversa de W(t)) encontramos u’(t) = W-1(t)g(t)
Agora so falta integrar para achar u(t), ou seja: .




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

METODO 3: VARIACAO DE PARAMETROS
Integrando:

u(t) = j‘l"lg(t)dt +c

em que c é um vetor constante de integracao

A solucao geral sera:
t

Xx=Y{t)c+¥1) | P 1(s)g(s)ds tie (o, B)
ty
O primeiro termo a direita do sinal de igualdade é a solucao geral do sistema
homogéneo, e o0 segundo termo € uma solucao particular.
Para resolver explicitamente o problema (ou seja para resolver explicitamente a
Integral da solucéao particular) precisamos de uma condicao inicial.

Vamos supor a condicéo inicial X(t;) = x° do nosso sistema x = P(t)x+g(t)

18




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

METODO 3: VARIACAO DE PARAMETROS

Poderemos encontrar a solucao deste problema se definimos o limite inferior de
Integracao como o ponto inicial ty. Entdo a solucao geral da equacao diferencial é

t
x(t) = P()c+P(t) | P 1(s)g(s)ds
to
Para t = t,, a integral & zero, de modo que a condicao inicial x(ty) = x° também
sera satisfeita se escolhermos ¢ = Wi(t))x° portanto a solugédo geral de x'=

P{O)x+g(t) € ¢

x() = PP 1(ty)x? +P@) | P 1(s)g(s)ds
to
Poderiamos utilizar a matriz fundamental ®(t) = W(t)¥ '(¢,) (ver aula 06 _5,

slide 7) que satisfaz a condicao ®(t,;) = I, assim teriamos:
t

X(t) = ®()xY + ®(t) | @ 1(s)g(s)ds

19
to




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 3

Considere novamente o sistema nao homogéneo dos exemplos 1 e 2. Vamos
aplicar o método das variacao de parametros....

I —2 1 Ze_t _
X —(1 _2)x+( 3t )—Ax+g(t)

Ja conhecemos a solucao homogénea e uma matriz fundamental W é

-3t

v =(° 5 o)

—e e

Utilizando o método da variacao de parametros a solucéo do sistema sera dada
por x = W(tu(t) em que u(t) satisfaz W(t)u'(t) = g(t), ou escrito na forma matricial...

20




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 3 (<, e (u;) (2

—e 73t e7t)\u, 3t

Resolvemos a matriz pelo método de reducéo de linhas visto em algebra linear...

(e‘3t et Ze‘t)_>(e‘3t et 2et )_)(G_Bt et 2e7t )
—e 3t et 3t 0 2et 2e t+3t 0 et e t+3t/2

-3t —-t _ 2t _ 3t / — L2t _ 3t
. (e 0 e 3t/2) . (1 0 e? —3te /2) L e?t — 3tedt/2
Us

0 et e t+3t/2 0 1 1+ 3tet/2 =1+ 3tet/2
1 1 1
y —et ——tedt +-e3t + ¢
: _ ("1 _ 2 6
Portanto (integrando): u(t) = (uz) = 3 3
t+ztet—zet+c2

Mas u nao é nossa solucéao, precisamos de x... ”




SISTEMA LINEAR NAO HOMOGENEO

EXEMPLO 3

Finalmente, como x = W(t)u(t) obtemos:

[ e3t b\ [e*t/2 —tet/2+ e /64 ¢
X=\__-3t —t) t/ _ at
e e t +3te*/2—3e"/2+ ¢y

Agrupando termos e simplificando, se obtém:

c=e (e ra (et (et 5 () e+ (e300

gue € a mesma solucao do exemplo 1 e é equivalente a do exemplo 2.

22
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco

23
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